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I 

 

摘  要 

低成本、高精度、高可靠性的自主导航系统是移动机器人高效工作和大规模

推广的关键。微机电系统惯性测量单元（Micro-Electro-Mechanical System Inertial 

Measurement Unit, MEMS IMU）因其价格低廉、尺寸小，且具有连续稳定地感知

载体三维运动信息的能力，在多传感器组合导航系统框架中处于核心地位。然而，

由于 MEMS IMU 噪声大且传感器误差不稳定性明显等缺点，传统车载惯性导航

系统（Inertial Navigation System，INS）误差积累十分迅速，导致其应用发展受

到非常大的限制。 

本文受旋转调制技术启发，设计并实现了一套基于车轮安装 MEMS IMU

（Wheel mounted IMU，Wheel-IMU）的组合导航系统（Wheel mounted IMU-based 

Integrated Navigation System, Wheel-INS），能够提升 MEMS IMU 的独立航迹推

算能力，更大程度地发挥其在轮式机器人导航中的作用。本文主要研究工作和贡

献如下： 

1）针对 Wheel-IMU 的安装误差问题，设计并实现了安装角（即 IMU 坐标

系与车轮坐标系差异）离线标定和杆臂（即 IMU 测量中心与车轮旋转中心的相

对位置关系）在线估计算法。实验表明，离线标定方法可以有效地估计 IMU 安

装角，且有很好的重复性。同时杆臂误差可以在系统中得到稳定可靠的实时估计，

内符合精度为亚毫米级，从而为 Wheel-INS 更有效地发挥作用提供了先决条件。 

2）充分利用 Wheel-IMU 的运动特性，设计了三种不同的约束算法：车轮中

心速度约束、里程增量约束和车轮触地点零速约束。本文给出了详细的算法推导

过程，并从观测信息的角度分析了三种约束算法的等价性。实验结果表明，三种

约束算法的相对定位精度相当，最大水平位置误差都在运动总距离的 1%~1.5%

之间。相比于传统里程计辅助惯导（ODO/INS）的组合方式，Wheel-INS 对 IMU

零偏误差更不敏感。尤其是当车轮结构更稳定、转速更高时，Wheel-INS 可以表

现出更好的定位性能。 

3）针对单 Wheel-INS 定位稳健性不足且只适用于水平面运动场景的问题，

本文设计并实现了基于车体安装多 MEMS IMU 的多系统组合航迹推算算法（包

括双 Wheel-INS、车身 INS+单 Wheel-INS、车身 INS+双 Wheel-INS），实现多

系统之间的信息互补和相互约束。实验结果表明，该方案可行性高，且多系统约

束可以提供各子系统之间的加权平均结果，能够表现出更稳健的定位性能。另外，

包含车身 INS 的多系统中，Wheel-INS 可以利用车身 INS 提供的载体水平姿态

信息将定位能力由二维拓展到三维，使 Wheel-INS 不再局限于水平面运动场景。 
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本文对基于车轮安装 MEMS IMU 的航迹推算方案进行了全面而透彻的研究，

包含了不同算法和车体不同 IMU 配置方案的设计实现和比较分析，为 Wheel-INS

应用于轮式载体的导航定位提供了技术准备。 

 

关键词：航迹推算；车轮安装惯导；MEMS IMU；组合导航；旋转调制  
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Abstract 
Low-cost, high-precision and highly reliable autonomous navigation system is 

crucial for efficient operation and large-scale popularization of mobile robots. Micro-

Electro-Mechanical system Inertial Measurement Unit (MEMS IMU) lies at the core of 

a multi-sensor fusion navigation framework due to its low cost, small volume and 

ability to percept three-dimensional motion of vehicle continuously and stably. 

However, the navigation error of conventional Inertial Navigation System (INS) 

accumulate rapidly because of the significant noise and bias instability of the MEMS 

IMU, which leads to restricted development of its application. 

Inspired by rotation modulation technology, a Wheel mounted IMU (Wheel-

IMU)-based Integrated Navigation System (Wheel-INS) is designed and implemented 

in this work, which can improve the independent dead reckoning ability of MEMS IMU 

thereby let IMU play a bigger role in wheeled robot navigation. The main research work 

and contributions of this paper is as follows.  

1. To solve the problem of the installation error of the Wheel-IMU, a mounting 

angle (the difference between IMU coordinate system and wheel coordinate system) 

offline calibration algorithm and a lever-arm (the misalignment between wheel center 

and IMU center) online calibration algorithm are designed and implemented in this 

paper, respectively. Experiments show that the IMU mounting angle error can be 

effectively calibrated by the offline calibration approach, and the calibration results 

have high repeatability. The lever-arm error can be reliably and stably estimated in real 

time, whose internal accord accuracy is at submillimeter level, which provides the 

prerequisite for the Wheel-INS to play its role effectively. 

2. Taking full advantage of the motion characteristics of the Wheel-IMU, there 

different constraint algorithms are designed in this work, including wheel center speed 

constraint, displacement constraint and wheel touch point zero-velocity constraint. 

Detailed derivation process is presented and the equivalence of the three algorithms is 

also analyzed from the perspective of observation information. Experimental results 

show that the relative positioning accuracy of the three algorithms is similar, whose 

maximum horizontal position drifts are all between 1% and 1.5% of the total moving 

distance. Compared with the traditional odometer aided inertial navigation system in 

which the IMU is placed on the vehicle body (ODO/Body-INS), the Wheel-INS is less 

sensitive to the IMU constant bias. Especially, the Wheel-INS can show better 
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positioning performance when the wheel structure is more stable and the rotation speed 

is higher. 

3. To solve the problem that the Wheel-INS is not stable enough and only 

applicable to scenes that the vehicle moves on the horizontal plane, a multi-system 

integrated dead reckoning algorithm based on vehicle mounted multiple MEMS IMUs 

(including double Wheel-INS, Body-INS + single Wheel-INS and Body-INS + double 

Wheel-INS) is designed and implemented to realize information complementation and 

mutual constraints among multiple systems. The high feasibility of the proposed 

scheme is proved by experimental results, and it also illustrates that the multi-systems 

constraints can provide the weighted average results of subsystems, which can show 

more stable positioning performance. In the multi-systems which contain traditional 

Body-INS, Wheel-INS can utilize the horizontal attitude information of vehicle 

provided by the Body-INS to expand positioning ability from two dimension to three 

dimension, so that the Wheel-INS can get rid of the limit of horizontal motion. 

A comprehensive and thorough research on the wheel mounted MEMS IMU based 

dead reckoning system is presented in this paper, including design and implementation, 

as well as detailed comparison analysis of different algorithms and different IMU 

configurations, which provides technical preparation for the application of Wheel-INS 

in the navigation and positioning of wheel-based vehicles. 

 

Key Words: Dead reckoning; wheel-mounted INS; MEMS IMU; integrated 

navigation; rotation modulation 
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第1章 绪论 

1.1 研究背景与意义 

近年来，大众对方便快捷的生产生活方式的迫切需求，使得越来越多的机器

人出现在人们的日常生活中。移动机器人(Siegwart, Nourbakhsh et al. 2011)因其灵

活性和对环境的适应能力一直是机器人研究的中心领域之一。机器人移动机构的

实现主要有轮式、履带式、腿式、蛇行式等，其中轮式机器人因其控制方便、速

度快、机动灵活等优点而被大量应用于农业、工业、公共服务等领域(曹其新 and 

张蕾 2013)。随着机器学习（Machine Learning, ML）、深度学习（Deep Learning, 

DL）、同步定位与建图（Simultaneous Localization and Mapping, SLAM）等技术

的发展，轮式机器人的研究和应用也正迎来热潮，包括自动驾驶汽车、服务机器

人、巡检机器人等。国务院在 2017 年印发的《新一代人工智能发展规划》中提

出要建立新一代人工智能关键共性技术体系。其中自主无人系统的智能技术发展

包括“重点突破自主无人系统计算架构、复杂动态场景感知与理解、实时精准定

位、面向复杂环境的适应性智能导航等共性技术，无人机自主控制以及汽车、船

舶和轨道交通自动驾驶等智能技术，服务机器人、特种机器人等核心技术，支撑

无人系统应用和产业发展。”(中华人民共和国国务院 2017)由此可见，低成本、

高精度、高可靠性的自主导航系统对移动机器人的工作效率、安全性及大规模推

广至关重要。 

《牛津简明词典》将导航定义为“通过几何学、天文学、无线电信号等任何

手段确定或规划运动载体的位置及航线的方法。”(Groves 2013)。张小红等人(张

小红, 李征航 et al. 2017)将其定义为“利用几何、天文、无线电信号、特征匹配

等方法中的一种或几种方法的组合，确定载体的位置、速度和姿态并规划其航路

的技术。”因此，导航系统的关键之一在于定位。 

对室外机器人而言，全球卫星导航定位系统（Global Navigation Satellite 

System, GNSS）是应用最为广泛的一种定位方式。目前可提供服务的卫星导航系

统包括美国的 GPS（Global Positioning System），欧盟的 Galileo，俄罗斯的

GLONASS （GLObalnaya NAvigatsionnaya Sputnikovaya Sistema），中国的北斗

系统（BDS），以及日本 QZSS 和印度 IRNSS 等区域导航系统。GNSS 通过测量

地面接收机到卫星的距离，利用距离交汇的方法计算接收机的位置，可以为用户

提供全时段、全天候、全球性的定位服务。在卫星数量充足且信号良好的情况下，

采用载波相位差分技术（Real-time Kinematic, RTK）可以得到实时的厘米级定位

结果。但在森林、城市峡谷等可见卫星数量少、多路径干扰严重的区域，GNSS
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定位精度将会大幅度下降。此外，GNSS 无法用于室内定位应用(Wu, Niu et al. 

2019)。同时，GNSS 还存在更新频率低、维护成本高等缺点。 

惯性导航系统（Inertial Navigation System, INS）(Britting 1971, 秦永元 2014)

是推算导航系统的一个典型范例，所用到的传感器一般包括三轴加速度计和三轴

陀螺仪。惯性传感器通过感知载体相对于惯性系的加速度和角速度，经过积分得

到位置和姿态的变化量，再经由上一时刻的状态推算至下一时刻。INS 的优点是

完全自主，不受外界环境干扰，短期精度高，可以提供高频定位结果。但是其定

位 误 差 会 随 着 时 间 积 累 ， 特 别 是 对 于 低 成 本 的 微 机 电 系 统

（Microelectromechanical system, MEMS）惯性测量单元（Inertial Measurement Unit, 

IMU），测量噪声大、零偏不稳定性高，导航误差发散迅速。 

GNSS/INS 组合导航技术，包括松组合、紧组合和深组合等不同方式，可以

实现二者的优势互补(班亚龙 2016, Zhang and Niu 2018)。对 GNSS/INS 松组合而

言，卫星定位结果可以给 INS 提供准确的地球坐标系下的初值并抑制其误差累

积。同时 INS 可以在 GNSS 短期失效时（如车辆通过隧道）提供连续的定位结

果。但是二者组合之后的定位效果也完全依赖于 GNSS，在信号遮挡频繁的区域，

定位精度依然无法保障。 

对于地面轮式移动机器人，里程计（Odometer, ODO）或轮速计测量的里程

信息是一个非常重要的车辆导航辅助信息(严恭敏 and 翁浚 2019)。里程计通常

安装在车辆非从动轮，以获得更为可靠的车辆运动速度信息。里程计测量值可与

车身安装的 IMU 组合实现航位推算（Dead Reckoning, DR）系统，这时 IMU 只

需要根据陀螺测量值进行姿态更新。同时也可以作为卡尔曼滤波（Kalman Filter, 

KF）的观测值，用于更新惯导机械编排的结果，修正位置误差和惯导器件误差

(严恭敏, 秦永元 et al. 2006)。融合里程计数据可以提高 GNSS/INS 组合导航系

统在 GNSS 信号缺失条件下的定位精度。但无论是外装里程计还是获取车轮本

身的里程计数据都会带来硬件成本的提高，也使得传感器之间的时间同步更加复

杂。同时对于里程计辅助惯导（ODO/INS）的组合导航系统（无 GNSS），仅仅

依靠载体速度观测无法可靠地估计出 IMU 的误差，因此长时间的累积导航误差

依然很大。 

地面轮式载体特殊的运动结构和运动状态也可以用于抑制惯导误差发散。除

去如麦克纳姆轮，全向轮等车轮结构，地面车辆一般满足非完整性约束（Non-

Holonomic constraint, NHC），即地面车辆在不打滑、不发生颠簸跳跃的情况下，

载体横向和垂向速度为零。该约束可以与里程计数据结合作为车体的三维速度观

测(Shin 2001)。此外，车辆在运动时偶尔的静止状态也可以提取为外部观测值，

作为辅助信息抑制惯导误差的发散，如零速更新（Zero Velocity Updates, ZUPT）
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和静止航向锁定（Zero Integrated Heading Rate Measurements, ZIHR）。ZUPT 可

以抑制速度和水平姿态误差的累积，ZIHR 可以抑制航向误差的累积(Shin 2001, 

Shin 2005)。 

SLAM 技术(Bailey and Durrant-Whyte 2006, Durrant-Whyte and Bailey 2006)

是指移动设备提取并组合位置环境信息，在移动的同时完成环境地图的构建并不

断对自身的位姿进行修正的过程。SLAM 也属于推算导航系统，常用的传感器包

括相机和激光雷达（Light Detection and Ranging, Lidar）等。SLAM 的优势在于

可以探索未知环境并构建地图辅助定位，但其容易受到外界环境的干扰，如光照

条件变化、弱纹理环境会影响视觉 SLAM 定位精度，载体的高频运动也会造成

相机成像模糊。而激光雷达 SLAM 目前成本高昂，同时在车流人流密集的动态

环境和开阔的环境下定位性能都会显著下降。融合 IMU 的 SLAM（VI-SLAM）

(Qin, Li et al. 2018)可以减轻单目视觉 SLAM 所面临的尺度不确定问题，也可以

提高 SLAM 系统的鲁棒性，但视觉惯性导航系统在轮式载体上会因为车体特殊

的动态条件会有系统状态不可观的问题(J. Wu, X. Guo et al. 2017)。 

以上讨论了几种基于不同传感器的机器人定位系统以及多传感器信息融合

技术。多传感器组合导航技术被普遍认为是满足地面移动载体高效、连续、精准、

无缝定位需求的关键技术(DARPA 2012, Grejner-Brzezinska, Toth et al. 2016, Kuutti, 

Fallah et al. 2018)。其中，惯性传感器因其成本低廉、稳定可靠，并具有独特的连

续感知载体三维运动的能力，且不依赖外界环境和其他信号，处于多源融合框架

的核心位置。其他传感器作为辅助信息源与惯导优势互补，可以获得高精度且连

续可靠的定位结果。因为其他基于无线电信号或环境匹配的导航方法在复杂场景

下难免会出现不可靠或失效的情况，因此提高 INS 在没有辅助信息时的自主航

迹推算能力对提高多传感器组合导航系统的可靠性和可用性十分重要。值得一提

的是，IMU 自身的特殊运动能在一定程度上起到减小误差累积的作用，比如旋转

调制惯导(Geller 1968, Groves 2013)。 

旋转调制技术的核心思想是通过 IMU 绕轴旋转将传感器的固定偏差分散到

各个方向从而达到自动补偿漂移误差的目的(孙伟 2014)。在长航时、高精度惯性

导航系统中（如潜艇，舰船等载体中的惯导系统），旋转调制技术已经获得了比

较广泛而成功的应用。旋转调制可分为陀螺壳体连续旋转、陀螺壳体多位置断续

翻滚，以及分度转台断续翻滚等方式，需要高精度可控制的转台以实现不同形式

的旋转(高钟毓 2012)。 

对于地面轮式载体，车轮是与生俱来的旋转平台。虽然车辆前进时无法精确

地控制车轮转速，并且相对于高精度 IMU，低成本 IMU 的噪声和误差模型更具

有不确定性，但对于传感器的固定偏差（如陀螺零偏等），连续周期性的旋转会
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在一定程度上起到抵消的作用。同时，IMU 本身可以测量载体的角速度，通过与

车轮固连，可以进一步结合半径实时计算车轮速度，取代传统里程计。更重要的

是，对于轮式机器人，将 MEMS IMU 安装在车轮上不会对机器人进行任何改装，

几乎不会带来任何成本的增加。 

综上，将 MEMS IMU 安装在轮式机器人车轮上，研究基于捷联惯性导航的

航迹推算算法，对进一步提高惯性导航系统的自主航位推算能力，对提高多传感

器组合导航系统的可用性，对提高轮式机器人自主定位的精度和可靠性并降低成

本都具有重要意义。 

1.2 国内外研究现状 

文献中将惯性传感器安装在车轮上用于轮式机器人导航定位的研究较少。

EH Coulter(Coulter, Dall et al. 2011)等人将三轴加速度计安装于轮椅的轮子上，计

算轮子转数、旋转角、运动方向（前进或后退）等信息用于监测脊髓损伤患者的

运动。在文献(Ji-De and Tong-Wen 2011)中，作者将加速度计安装在车轮上，利用

加速度测量值计算车轮转角从而得到车辆位移增量，再加上磁力计提供的航向实

现了车辆二维航位推算。在文献(Gersdorf and Freese 2013)中，作者利用平行于车

轮平面的两轴加速度计数据和垂直于车轮平面的单轴陀螺数据，设计了一种卡尔

曼滤波算法用于估计车体的位置、速度和加速度，但没有考虑航向变化，只适用

于车辆直线运动。文献(Zhang, Mononen et al. 2018)在车轮和悬架上分别安装 IMU，

融合加速度计和陀螺数据估计悬架的俯仰角和车轮的转角，但并没有实现对载体

位姿的估计。文献(Shah, Haldar et al. 2019)将 IMU 安装在车轮上，分别采用卡尔

曼滤波和迭代最小二乘的方法由陀螺测量值获取车轮速度信息，并用因子图模型

融合两轮速度、载体航向和 GNSS 信息实现了一个二维的航位递推系统。诺丁汉

大学（University of Nottingham）的 Khairi Abdul Rahim 博士(Abdul Rahim 2012)

将旋转 IMU 用于基于足绑 IMU 的行人导航系统中，提高了系统的航向精度。杜

爽博士将旋转调制技术用于基于车内转台固定 MEMS IMU 的车辆导航，研究了

误差抵消效应以及旋转导致的额外传感器误差，分析了旋转对增强惯性导航系统

可观性的作用，并融合 GNSS 通过车载旋转转台实验证明了旋转 INS 在 GNSS

中断场景下的精度(Du 2015, Du, Sun et al. 2016)。利用平行于车轮平面的加速度

计测量值获取车轮速度存在以下问题：1）加速度计测量中心与车轮中心之间存

在的安装误差会引入向心加速度，且不易于标定；2）加速度计原始测量值噪声

大，且存在测量误差。本文利用 IMU 陀螺测量的角速度和车轮半径直接计算车

轮运动速度，同时在系统中估计并补偿陀螺误差。芬兰坦佩雷理工大学（Tampere 

University of Technology）的 Jussi Collin 博士于 2015 年提出了一个基于车轮安装
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MEMS IMU 的 2 维 DR 系统(Collin 2015)。该系统利用平行于车轮平面的两轴加

速度计测量值确定车轮的旋转角，再乘以车轮半径获得车辆前进距离，陀螺测量

值则用于推算车辆的航向。在文献(Collin, Kirkko-Jaakkola et al. 2015)中，作者分

析了旋转对陀螺随机误差的影响。在文献(Mezentsev and Collin 2019)中，作者介

绍了一种 MEMS IMU 的硬件设计方案用于车轮安装，并通过实际跑车测试评估

了其性能。Collin 博士在上述几篇论文中提出的方案基于匀速假设，会受到车辆

加速度的影响，同时未考虑 IMU 相对车轮的安装误差。当 IMU 的安装位置偏离

车轮中心较远时，IMU 加速度计便会感知到较大的向心加速度，从而破坏算法假

设，使得性能下降。此外，该方案的导航结果直接来自于 IMU 原始数据，稳健

性较差。Collin 博士将该系统发展为产品（PI-WMS）并成立了公司(PISystems 

2019)。PI-WMS 自带电池和蓝牙通信模块，并具有两种解算模式：低功耗模式直

接在模块内部进行解算，EKF 模式将数据通过蓝牙传输给上位机进行解算。但其

产品中相关算法技术没有做进一步的公开，因此本文对比系统将使用他前期论文

中给出的算法，如第 2.6 节所示。本文作者所在团队曾有硕士研究生(陈映秋, 旷

俭 et al. 2018, 陈映秋 2019)将 IMU 固定在车轮上，利用陀螺测量值计算车轮速

度，取代传统里程计提供的速度信息作为观测值更新基于车轮 IMU 的捷联惯性

导航。其采用的 IMU 模块可将数据存储在内部 SD 存储卡（Secure Digital Memory 

Card）中用于事后处理，并由内置电池供电、由蓝牙进行传感器时间同步。同时

在其硕士论文中，作者通过实验对比了 IMU 安装在车轮中心和边缘的差异，并

将基于车辆单轮安装 IMU 的导航系统拓展到基于车体安装多 IMU 的导航系统，

融合了多 IMU 之间的距离约束作为观测信息。本文工作在其基础之上，进行了

如下拓展和改进： 

1. 明确车轮 IMU 的安装误差。对车轮中心相对于 IMU 的位置误差进行建

模并增广到状态向量中，使得 IMU 可以在车轮平面的任意位置安装，

同时设计并实现了车轮 IMU 安装角（IMU 坐标系与车轮坐标系之间的

差异）的离线标定算法； 

2. 将车轮 IMU 提供的速度信息构建为车轮中心速度、里程增量和车轮触

地点零速等三种不同的观测值，推导相应的观测方程，从理论上分析了

三种观测值的异同之处，并通过实验对比了精度差异；在滤波算法基础

上设计了由航向和车轮速度构建的 DR 算法； 

3. 将车体安装多个 IMU 之间的三维位置信息取代距离信息作为观测值，

推导了观测方程，并进行了理论分析和实验验证； 

4. 在不同的实验场景下采用不同实验平台进行了更丰富的实验验证分析。 
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1.3 研究目标和研究内容 

本文面向移动机器人对低成本、高精度、高可靠性的导航系统的迫切需求，

借鉴旋转调制惯导的思路，深入研究基于车轮安装 MEMS IMU 的航迹推算算法

（Wheel mounted IMU based Integrated Navigation System，Wheel-INS）。首先基

于单轮安装 IMU（Wheel mounted IMU，Wheel-IMU）设计一套完整的航迹推算

方案。然后充分挖掘 Wheel-IMU 的观测数据，研究基于不同观测值更新的组合

算法，对比分析在多种场景下不同算法的定位性能。最后将单个车轮安装 IMU

的航迹推算系统拓展到双轮和车身同时安装 IMU，延伸航迹推算系统的应用场

景，同时利用各子系统之间的空间位置约束提高定位的可靠性和稳健性。本文所

提出的基于车轮安装 MEMS IMU 的航迹推算系统硬件安装方案如图 1-1 所示。

左后车轮、右后车轮和车顶（车身）安装的 IMU 分别为 IMU1、IMU2 和 IMU3。

v为车轮中心速度，表示车轮旋转角速度，r 表示车轮半径。b frame 表示 IMU

坐标系， v frame 表示载体坐标系。本文坐标系定义见 2.2 节。 

 

图 1-1 基于车轮安装 MEMS IMU 的航迹推算系统安装示意图 

本文主要工作如下： 

针对前人工作(陈映秋 2019)中存在的车轮 IMU 旋转时俯仰角±90的奇异

性问题，本文提出将车轮旋转轴定义为 IMU 的 x轴，此时其与载体之间的航向

角偏差可视为固定不变（90），从而有效避免该问题。 

针对 IMU 和车轮之间存在的安装误差，本文设计一种简便易行的算法对

IMU 坐标系相对于车轮坐标系的安装角进行离线标定，同时将 IMU 中心与车轮

中心不重合导致的杆臂误差建模为随机游走（Random Walk）过程并增广到系统

状态向量中进行在线估计。 
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针对单轮 Wheel-INS，研究拓展卡尔曼滤波（Extended Kalman Filter，EKF）、

基于航向加里程的 DR 算法等不同定位方案以及车轮中心速度约束、车轮触地点

零速约束和里程增量约束等不同信息作为观测值的可行性并通过实验分析导航

性能，充分挖掘 Wheel-INS 的精度和适用性。 

针对单轮 Wheel-INS 只适用于车辆水平面运动场景且精度与稳健性有待提

升的问题，研究基于车体安装多个 IMU 的多系统组合方案，包括双轮安装 IMU、

车身+单轮安装 IMU 和车身+双轮安装 IMU。利用系统之间的信息互补和空间位

置关系约束 INS 误差的发散，提高航迹推算系统的稳健性和可靠性，并通过实验

分析不同系统配置方式的定位精度和适用性。 

本文结构安排如下： 

第二章介绍本文 Wheel-INS 算法相关的基础知识，主要包括本文设计的航迹

推算系统所涉及的坐标系定义、捷联惯性导航机械编排和卡尔曼滤波原理，以及

航迹推算的概念，并介绍 Collin 博士提出的 DR（Collin DR）算法； 

第三章阐述基于单个车轮安装 IMU 的航迹推算系统的算法设计。首先描述

Wheel-IMU 的具体安装方式和传感器安装误差的标定算法，并从惯导误差微分

方程的角度分析旋转调制带来的误差抵消作用，同时确定系统的状态向量和状态

方程。然后推导以车轮速度信息构建的车轮中心速度约束、里程增量约束和车轮

触地点零速约束等观测方程，推导 Wheel-INS 中的 ZUPT 和 ZIHR 观测方程； 

第四章设计基于车体安装多个 IMU 的航迹推算算法，实现三种不同系统配

置方案，包括双轮系统，车身+单轮双系统以及车身+双轮三系统。阐述多个 IMU

之间的信息交换方式，推导多 IMU 空间位置关系约束方程，并描述多系统航迹

推算算法流程； 

第五章针对第三章和第四章所提出的航迹推算算法，设计相关实验验证各方

案的可行性并对比定位精度和稳健性。对于单轮 Wheel-INS，首先对三种观测值

最终的定位效果进行对比分析，其次与传统 ODO/INS 组合导航和 Collin DR 对

比，分析 Wheel-INS 的导航性能和适用条件，然后对比在不同实验场景和实验平

台下的定位性能；对于多系统，对不同配置方案的航迹推算精度进行对比分析，

论证多系统对定位可靠性和稳健性的提升作用以及对 Wheel-INS 应用场景的拓

展作用。 

第六章对本文工作进行总结，梳理其中存在的不足和有待进一步研究的内容

作为未来工作的展望。 
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1.4 本章小结 

本章从实际生产生活中移动机器人对低成本、高精度、高可靠性的导航定位

系统的需求出发，介绍了目前常用的导航方案并对比分析了各自的优势和劣势，

说明了 IMU 在多源融合导航系统中的重要地位，并由此阐述了研究基于车轮安

装 MEMS IMU 的航迹推算系统的重要意义。然后在总结该领域国内外研究现状

的基础之上，明确了本文的研究目的和主要研究内容。下一章将介绍本文算法相

关的基础知识。 
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第2章 捷联惯性导航与组合导航基础 

2.1 引言 

本文第一章介绍了论文的研究背景和国内外相关技术研究现状，并由此描述

了本文的主要研究内容和目标。捷联惯性导航和组合导航算法原理是研究基于车

轮安装MEMS IMU的航迹推算算法（Wheel-INS）的基础。而惯性导航系统（INS）

的理论基础是牛顿经典力学。惯性传感器器件一般包括三轴陀螺和三轴加速度计。

INS 在载体导航起始点位置、速度、姿态等信息已知的条件下，对陀螺测得的载

体角速率和加速度计输出的载体加速度进行积分，推算得到载体每一时刻的位置、

速度以及姿态信息。因此惯性导航的数学本质可以归结为一种投影和积分运算。

受限于传感器精度和稳定性，INS 导航误差会随时间累积，因此需要具有互补特

性的外部传感器或定位手段提供观测信息从一定程度上抑制误差发散。组合导航

是利用多种传感器提供的互补信息来提高导航系统的精度和冗余度的技术(武元

新 2005)，按照对各传感器信息利用方式的不同可以分为松组合、紧组合和深组

合等。在松组合中，惯性导航系统与辅助信息（如 GNSS 位置，里程计速度等）

在位置、速度和姿态这一信息层面进行组合，组合形式简单(班亚龙 2016)。根据

Wheel-INS 的观测值的特性，本文采用松组合模式设计基于车轮安装 IMU 的组

合导航算法实现轮式机器人的航迹推算。 

融合来自不同传感器的数据获得最佳的载体状态估计需要选用合适的最优

估计算法，工程实践中应用最广的是卡尔曼滤波（Kalman Filter，KF）算法。在

随机线性系统建模准确的情况下，KF 是线性最小方差无偏估计(严恭敏 and 邓

瑀 2020)。通俗地理解，卡尔曼滤波是根据状态预测值和观测值的误差特性在二

者之间进行加权平均，得到最佳的状态估计。经典朴素的卡尔曼滤波是基于线性

系统的，然而实际应用中的大部分状态估计问题都是非线性的。针对本文所设计

的组合导航系统中的非线性问题，采用扩展卡尔曼滤波（Extended Kalman Filter，

EKF）进行处理。EKF 通过对系统状态在局部进行线性化近似，将非线性问题转

化为线性问题。 

本章介绍捷联惯性导航与组合导航的相关知识，为后续 Wheel-INS 算法推导

打下基础。2.2 节描述 Wheel-INS 涉及的坐标系的定义；2.3 节介绍惯性传感器误

差；2.4 节介绍捷联惯性导航机械编排算法和惯导误差微分方程；2.5 节介绍卡尔

曼滤波基础；2.6 节描述航迹推算基本概念并对本文涉及的不同航迹推算算法进

行区分和说明。 
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2.2 坐标系定义 

描述一个物体的运动，包括位置和姿态，首先需要确定参考系。Wheel-INS

涉及的坐标系比较多，因此首先需要明确各坐标系的定义以及坐标系之间的转换

关系(Britting 1971, Groves 2013)。本文用到的坐标系包括地心惯性坐标系，地心

地固坐标系，导航坐标系，世界坐标系，IMU 坐标系，载体坐标系以及车轮坐标

系。 

A. 地心惯性坐标系（ i 系） 

惯性坐标系是指在空间保持静止或做匀速直线运动的坐标系(孔祥元, 郭际

明 et al. 2010)。惯性传感器测量的是惯性器件相对于惯性坐标系的运动。由于本

文所面向的轮式机器人应用是在地球上的运动，因此选用地心惯性坐标系来近似，

简写为 i 系。其原点位于地球质心， z 轴沿地球自转轴方向，从地心指向北极点

（协议地极），x轴从地心指向春分点， y 轴与 x、z 轴共同构成右手坐标系。如

图 2-1 所示。 

B. 地心地固坐标系（ e系） 

地心地固坐标系，简写为 e系，与上述地心惯性坐标系的原点和 z 轴定义相

同。其 x轴指向赤道与参考子午线的交点， y 轴与 x、 z 轴构成右手坐标系。e系

与地球固连，随着地球一起相对地心惯性系转动（即地球自转）。如图 2-1 所示。 

 

图 2-1 地心惯性坐标系与地心地固坐标系(班亚龙 2016) 

C. 导航坐标系（ n系） 

本文采用北东地（North-East-Down，NED）形式的当地地理水平坐标系作为

导航坐标系，简写为 n系。随着载体位置的变化，导航坐标系位置和轴系指向均

会随之改变。其原点可以选择载体上的某一参考点， z 轴沿参考椭球在该点处的

法线方向，大致指向地心。x轴沿子午线方向指向北极。y 轴与 x、z 轴构成右手
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坐标系，指向东方向。为简化处理，本文假定重力方向与 n系的 z 轴重合。而实

际上由于地球局部存在重力异常，地球上一点处的重力方向与参考椭球在该点处

的法线方向并不重合(Groves 2013)。 

n系相对于 e系的旋转可由经纬度计算得到，用方向余弦矩阵和四元数分别

表示如下： 

 

sin cos sin cos cos

sin sin cos cos sin

cos 0 sin

e
n

    

    

 

   
 

  
 
  

C   (2.1) 

 

   

   

   

   

cos 4 2 cos 2

sin 4 2 sin 2

sin 4 2 cos 2

cos 4 2 sin 2

e
nq

  

  

  

  

  
 
   
  
 

   

  (2.2) 

其中和分别表示 n系原点的纬度和经度。 

D. 世界坐标系（w系） 

在移动机器人导航中，通常只关心机器人在小范围内的相对位姿变化，因此

需要确定一个局部坐标系。这在 SLAM 系统中通常称为世界坐标系

（world frame ），简写为w系，机器人的位姿状态都是相对该坐标系而言的。

本文选用导航系统初始化时确定的 n系作为世界坐标系。 

E. IMU 坐标系（b 系） 

惯性传感器的三个敏感轴构成了 IMU 坐标系，即b 系。其原点位于 IMU 的

测量中心，各坐标轴平行于传感器测量输出轴，构成右手坐标系。捷联加速度计

和陀螺仪所测比力及角速度分解在b 系中，如图 2-2 所示。 

 
图 2-2 IMU 坐标系、载体坐标系与车轮坐标系示意图 
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F. 载体坐标系（ v系） 

对于汽车或轮式机器人的导航定位，我们关心的是载体自身而不是某一传感

器的位置和姿态，因此对于不同的载体（仅考虑刚体），需要定义其对应的坐标

系。对于运动的载体，一般定义 x轴指向载体前进的方向， y 轴指向载体右侧，

z 轴向下，与 x、 y 轴构成右手坐标系。坐标原点可根据实际需要选定不同的参

考点，本文选择车辆后轮轮轴中心点作为 v系的原点。如图 2-2 所示。 

G. 车轮坐标系（wheel 系） 

为方便描述 IMU 与车轮之间的安装关系，定义车轮坐标系wheel frame 如

下：圆心位于车轮旋转中心， x轴垂直于车轮平面指向车体右侧， y 、 z 轴平行

于车轮平面，构成右手坐标系。wheel frame 随车轮一起旋转，如图 2-2 所示。

对于一般车辆的非转向轮，我们可以认为在行驶过程中，车轮与车体连接结构始

终保持稳定，即车轮坐标系 x轴与载体坐标系（ v frame ） y 轴以及车轮旋转轴

始终平行。 

2.3 惯性传感器误差 

惯性传感器的测量值是惯性导航系统的信息输入。惯性传感器通常包括三个

加速度计和三个陀螺，安装在三个正交轴上。以陀螺为例，根据不同的物理原理

可以制造不同种类的陀螺仪，如激光陀螺、光纤陀螺、微机电（Micro-Electro-

Mechanical System，MEMS）陀螺等。不同种类的传感器精度和成本都不一样。

但不管对于何种传感器，其测量值与真实值之间都不可避免的会存在误差。主要

误差包括：零偏误差，比例因子误差，随机噪声和交轴耦合误差等(陈起金 2016)。

每一项系统性误差又分别包含几个部分：常值项、逐次上电启动项、随温度变化

项和工作期间变化项(Groves 2013)。对于确定性误差，如随温度漂移误差和常值

项，可以通过标定的方法进行补偿。而真正影响惯性导航系统精度的是补偿了确

定性误差之后的残余误差项，如逐次上电启动项、随机噪声项和工作期间变化项

(Groves 2013, 陈起金 2016)。本文后文所指惯导误差项均为残余误差项。 

经过实验室标定补偿之后的陀螺仪与加速度计测量值的主要误差可以表示

为： 

 
b b
ib g g ib g

a a a





  

  

M

M

b w

f b f w

 
 (2.3) 

其中， b
ib 和f 分别表示陀螺和加速度计的误差； gb 和 ab 分别表示陀螺和

加速度计的残余零偏误差； b
ib 为角速度测量值， f 为比力测量值； gw 和 aw 表示

测量噪声； gM 和 aM 分别表示陀螺和加速度计对应的比例因子误差与交轴耦合

误差的组合项。以陀螺为例， gM 可以表示为： 
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, , ,

, , ,

, , ,

g x g xy g xz

g g yx g y g yz

g zx g zy g z

s m m

m s m

m m s

 
 


 
  

M  (2.4) 

其中，s表示比例因子误差，m表示交轴耦合误差，即惯性传感器敏感轴不

正交带来的误差。 

2.4 捷联惯性导航机械编排 

惯性导航从根本上说就是已知来自于加速度计的比力测量值和来自于陀螺

仪的角速度测量值，在特定的坐标系内求解牛顿力学方程(陈起金 2016)。对于地

球表面的导航应用，在任意选定的参考坐标系 r 内的力学方程可以表示为： 

  
d

d

e
ie ir e l

rt
    

v
ɤ ɤ v g f  (2.5) 

其中 ev 表示 IMU 相对于地球的速度（后面省略下标）， ieɤ表示地球自转角

速度， irɤ表示 r 系相对于 i 系的角速度， lg 表示当地重力加速度。 

本文选择 n系作为惯性导航解算的参考系，导航微分方程可表示如下： 

 

 

 

  

n b n n n n
n b ie en l

e e n
n n en

D

n
n b n n

b
b ib in b

h

       
    
   
  
       

C

C C

C C C

f ɤ ɤ v gv

ɤ

v

ɤ ɤ

 (2.6) 

其中， n
enɤ 表示 n系相对于 e系的角速度在 n系下的投影， n

inɤ表示 n系相对于

i 系的角速度在 n系下的投影， Dv 表示 IMU 在地方向的速度， n
bC 表示 IMU 坐标

系相对于 n系的方向余弦矩阵。 

对于捷联式高精度 IMU，其输出通常为增量形式，即在采样周期内对角速度

和比力进行积分： 

 
-1

= d
k

k

t
b

k ib
t

t ɗ ɤ  (2.7) 

 
-1

,ȹ = d
k

k

t
b b
f k

t
v tf  (2.8) 

其中， kɗ、 ,ȹ b
f kv 分别表示 IMU 在 k 时刻输出的角增量和“速度”增量。因

为比力并非 IMU 真实的加速度，所以这里的积分结果也不是物理上真实的速度。

1[ , ]k kt t 表示积分区间。 

惯导机械编排的过程可以分为三步(Wu, Niu et al. 2019)，实际算法实现中也

可以先更新速度和位置，最后更新姿态： 

1. 对角速度进行积分更新姿态； 

2. 根据更新后的姿态将比力测量值投影到 n系，积分并更新速度； 
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3. 积分速度更新位置。 

接下来依次介绍惯性导航的姿态、速度以及位置更新算法。在惯性导航中，

常用的姿态表达式有欧拉角，四元数，方向余弦矩阵，旋转矢量等形式。本文在

此不做详细介绍，各表达式的定义及相互之间的转换关系可参考文献(Shin 2005, 

陈起金 2016)。 

2.4.1 姿态更新 

本文采用四元数进行 IMU 姿态更新： 

 

 

 
 


 -1 -1 -1

-1

n k n k b k

b k b k b k
q q q  (2.9) 

 



 



 -1

-1

n k n k n k

b k n k b k
q q q  (2.10) 

其中， k 表示当前时刻， 1k 表示前一时刻；q表示两个坐标系之间的姿态

四元数。b 系从前一时刻到当前时刻的更新四元数为： 

 

 

 

 

 
 

-1

-1

-1

-1

-1

cos 0.5

sin 0.5
0.5

0.5

b k b k

b k

b k b k b k

b k b k

b k b k

 
 
 
 
  

q








 (2.11) 

 -1b k b k 表示b 系从前一时刻转动到当前时刻所对应的等效旋转矢量。其微分

方程可以简写为(Bortz 1970, 秦永元 2014)： 

 
        -1 -1 -1 -1

1 1

2 12

1

2

b b b
ib ib ibb k b k b k b k b k b k b k b k

b b
ib ib

     

   

ɤ ɤ ɤ

ɤ ɗ ɤ

   
 (2.12) 

根据角速度的双子样假设，对上式积分可得： 

  
-1

-1-1

1 1
d

2 12

k

k

t
b b
ib ib k k kb k b k

t
t

 
        

 
ɤ ɗ ɤ ɗ ɗ ɗ  (2.13) 

其中 -1(1/12) k k ɗ ɗ为二阶圆锥误差项。n系从前一时刻转动到当前时刻所

对应的四元数可表示为： 

 
 


 

 

 
 

-1 ,

-1 -1 ,

-1 ,

-1 ,

cos 0.5

sin 0.5
0.5

0.5

n k n k

n k

n k n k n k

n k n k

n k n k

 
 
 
 
  

ɕ

q ɕ
ɕ

ɕ

 (2.14) 

    
1/2

-1 , ȹ
k

n n
ie en kn k n k

t
t



 ɕ ɤ ɤ  (2.15) 

其中， 1ȹk k kt t t   ， 1/2kt  表示 1kt 和 kt 的中间时刻。 

2.4.2 速度更新 

对速度微分方程(2.6)积分可得到如下速度更新式： 
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  
-1

-1 2 d
k

k

t
n n n b n n n n
k k b l en ie

t
t      

 Cv v f g ɤ ɤ v  (2.16) 

其中， -1
n
kv 为上一时刻 IMU 速度， n

kv 为当前时刻的 IMU 速度。定义如下： 

 
-1

, d
k

k

t
n n b
f k b

t
t Cv f  (2.17) 

  
-1

, 2 d
k

k

t
n n n n n
g cor k l en ie

t
v t    

  g ɤ ɤ v  (2.18) 

 
-1 , ,

n n n n
k k f k g cor k  v v v v  (2.19) 

,
n
f kv 表示由比力在 n系下的投影积分得到的速度增量，简称为比力积分项；

,
n
g cor kv 表示由 n系下的重力加速度和哥氏加速度得到的速度增量，简称为重力/

哥氏积分项。 

比力积分项中的被积分项是一个时变向量，需要考虑在积分时间内向量方向

的变化，补偿不可交换误差。对于没有高频角振动的低速导航应用（如移动机器

人）来说，可假设在相邻积分区间内角速度和比力随时间线性变化，对积分的旋

转效应和划桨效应进行补偿(Savage 2000, 秦永元 2014)，得到速度更新的双子样

算法： 

     
   1 1

, -1 , ,1
0.5

n k b kn
f k n k n k f kb k

 


     
 
I Cv ɕ v  (2.20) 

式中， 

    -1
-1 -1,

1 1

2 12

b k
k k k k k k kf k         v v ɗ v ɗ v v ɗ  (2.21) 

其中， (1/ 2) k k ɗ v 为旋转效应补偿项，  -1 -1(1/12) k k k k   ɗ v v ɗ 为

划桨效应补偿项。 

重力/哥氏项的被积函数在积分时间内可近似为线性变化，则有： 

  
1/2

, 2 ȹ
k

n n n n n
g cor k l ie en k

t
t



     
 

v g ɤ ɤ v  (2.22) 

其中 n
lg 、 n

ieɤ和 n
enɤ 在 1/2kt  时刻的数值可由历史时刻外推计算(Savage 2000)。 

2.4.3 位置更新 

本文通过位置四元数完成经纬度更新。 

 



 


 
 


 -1 -1

-1 -1

e k e k e k n k

n k e k n k n k
q q q q  (2.23) 

其中， 

 

 

 

 

 
 

-1 ,

-1

-1 ,

-1 ,

-1 ,

cos 0.5

sin 0.5
0.5

0.5

n k n k

n k

n k n k n k

n k n k

n k n k

 
 
 
 
  

ɕ

q ɕ
ɕ

ɕ

 (2.24) 
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 


 

 

 
 

-1 ,

-1 -1 ,

-1 ,

-1 ,

cos 0.5

sin 0.5
0.5

0.5

e k e k

e k

e k e k e k

e k e k

e k e k

 
 
 
 
  

ɝ

q ɝ
ɝ

ɝ

 (2.25) 

  -1 ,
e
ie ke k e k t ɝ ɤ  (2.26) 

经纬度可以由 e
nq 计算(Shin 2005)。高程更新可通过直接对速度积分来完成。 

 -1 , -1/2ȹk k D k kh h v t   (2.27) 

2.4.4 惯导误差微分方程 

受 IMU 误差、初始导航状态误差和计算误差等因素的影响，惯导机械编排

计算得到的导航结果页存在误差（导航误差）。以北向位置误差为例，不同误差

源引起的 INS 北向位置误差漂移如表 2-1 所示。 

表 2-1 不同误差源引起的 INS 北向位置误差(朱锋 2019) 

误差源 误差源引起的北向位置误差表达式 

北向初始位置误差（ 0
Nr ） 0

Nr  

北向初始速度误差（ 0
Nv ） 0

Nv t  

初始航向角误差（ 0） 3
0 cos B g t     

初始横滚角误差（ 0） 2
0

1

2
g t   

加速度计零偏（ N
ab ） 

21

2

N
ab t  

陀螺零偏（ E
gb ） 

31

6

E
gb g t   

陀螺零偏（ D
gb ） 

41
cos

24

D
gb B g t     

其中， = + / ( cos )Ev R B  ，为地球自转角速度，R 为地球半径， Ev 为

东向速度， B 为大地纬度， g 为重力， t 为积分时间。 

INS 导航误差随时间的变化可以近似地用微分方程来表示，即惯导误差微分

方程。目前已有多种形式的微分方程可用来描述惯导误差随时间的变化规律，可

根据不同的应用需求选用不同的惯性导航误差模型(陈起金 2016)。本文采用 Phi

角误差模型(Shin 2005)。INS 误差分析常常采用误差扰动分析方法，将实际的导

航参数在真值附近进行展开，保留一阶项，得到 INS 误差微分方程(Titterton and 

Weston 2004)。惯性导航误差状态定义如下： 
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  
Tn

N E Dr r r   r  (2.28) 

  
Tn

N E Dv v v   v  (2.29) 

  
T

=     (2.30) 

 ˆ b b b
ib ib ib= +ɤ ɤ ɤ  (2.31) 

 ˆ b b bf = f f  (2.32) 

上式中，表示参数的误差。 nr 表示位置在北东地三个方向上的误差。 nv

表示速度在北东地三个方向上的误差。表示姿态角误差，其中、表示水

平角度误差，表示航向角误差。对于小失准角，近似等于横滚、俯仰和航向

三个欧拉角误差。 b
ibɤ、 bf 分别表示陀螺和加速度计的残余误差向量。 

根据式(2.6)，经过误差扰动分析，并忽略二阶小量，可以得到姿态、速度和

位置微分方程如下式。详细推导过程可以参考(Titterton and Weston 2004, Shin 

2005, 陈起金 2016)。 

 n n n b
in in b ib    Cɤ ɤ ɤ   (2.33) 

    2 2n n b n b n n n n n n n
b b ie en ie en l              C Cv f f ɤ ɤ v v ɤ ɤ g  (2.34) 

 n n n n n
en       r ɤ r ɗ v v  (2.35) 

其中， 

 

 

 

 

cos

sin tan

E N

N M

E N

r R h

r R h

r R h

  

  

   

  
  

      
      

ɗ  (2.36) 

惯导误差微分方程又被称为惯导误差传播模型，基于该方程可以进行纯惯导

误差传递分析，并设计误差状态组合导航卡尔曼滤波器(陈起金 2016)。惯性传感

器的残余误差是基于车轮安装 IMU 的航迹推算系统误差的重要来源，需要在导

航滤波器中对其进行在线估计和补偿。本文主要考虑陀螺和加速度计的零偏误差

和比例因子误差。用于描述惯性传感器误差随时变特性的模型包括随机常数，随

机游走和一阶高斯-马尔科夫过程（Gaussian-Markov Process）等(Shin 2005)。连

续型一阶高斯-马尔科夫过程可以表示如下： 

   
1

t t t
T

 x x w  (2.37) 

式中 tx 表示服从一阶高斯-马尔科夫过程的状态量，T 为相关时间， tw

为驱动白噪声，其方差强度为 22 /Q T 。为一阶高斯-马尔科夫过程的标准

差。一阶高斯-马尔科夫过程由和T 两个参数确定。决定着一阶高斯-马尔科

夫过程偏离均值的幅度，T 表示影响当前时刻状态量的过去时段的长度，反映了

过程对过去信息的记忆深度(胡远迁, 张全 et al. 2018)。一阶高斯-马尔科夫过程

的离散化表达式为： 
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 1ȹ
1

kt T
k k k



 x e x w  (2.38) 

其中， 1kx 和 kx 分别为前后两个离散时刻的状态， 1ȹkt 为两个时刻之间的时

间间隔， kw 为离散化驱动白噪声，其方差强度为  12 ȹ /1 kt T
kQ e   。 

随机游走可以认为是白噪声的积分，或者是相关时间无限大时候的一阶高斯

-马尔科夫过程。连续时间状态表达式为： 

  t tx w  (2.39) 

其中， 

  ( ) ( ) ( ) ( )E t t t   w w q  (2.40) 

对应的离散形式可以表示为： 

 
1k k k x x w  (2.41) 

2.5 卡尔曼滤波 

不考虑确定性控制输入项，连续时间系统的状态方程以及观测方程分别为： 

   t t t t t F Gx x w  (2.42) 

   t t t t Hz x v  (2.43) 

其中， tx 为 t 时刻的系统状态； tF 为系统动态矩阵； tG 为系统噪声系

数矩阵； tw 为系统激励噪声过程，方差强度为 tQ ； tz 表示系统观测向量；

tH 为量测矩阵； tv 为观测噪声，方差强度为 tR ，均值为零，且服从高斯

分布；系统噪声与量测噪声不相关，即： 
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


      

      

 



 

 

Q

R

0

0

0

w w w

v v v

w v


 (2.44) 

其中E[ ]表示均值， 为狄拉克函数。 

连续型卡尔曼滤波需经过合理离散化之后用于数值计算。离散线性系统的状

态方程和观测方程为： 

 , 1 1 1 1k k k k k k    ū ũx x w  (2.45) 

 
k k k k Hz x v  (2.46) 

其中， kx 表示 k 时刻的系统状态向量； , 1k kū 表示 1k 到 k 时刻一步转移矩

阵； 1kũ 为系统噪声驱动矩阵。 

     , 1 -1 -1= exp ȹ ȹk k k k k kt t t t  ū F I F  (2.47) 

 
 

 

~ N ,

~ N ,

k k

k k





0 Q

0 R

w

v
 (2.48) 

卡尔曼滤波的一次完整过程可以分为时间更新和量测更新两个过程。时间更

新也称为预测，一步预测的状态及其协方差阵为： 
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/ 1 / 1 1ˆ ˆk k k k k  ūx x  (2.49) 

 T
/ 1 / 1 1 / 1 1

T
1 1k k k k k k k k k k       ū ũ ũP P ū Q  (2.50) 

量测更新过程首先需要计算系统增益，然后再更新系统状态和方差协方差阵。 

 T
/ 1 / 1 1 / 1 1

T
1 1k k k k k k k k k k       ū ũ ũP P ū Q  (2.51) 

  / 1 / 1ˆ ˆ ˆk k k k k k k k   K Hx x z x  (2.52) 

    
T

/ 1=k k k k k k k P I K H P I K H  (2.53) 

为了使得P阵更新的结果更稳定，减少数值误差的影响(Shin 2005)，式(2.53)

可以改写为约瑟夫形式（Joseph form）： 

    
T T

/ 1=k k k k k k k k k k  P I K H P I K H K R K  (2.54) 

2.6 航迹推算 

航迹推算或称航位推算，通过测量载体位置变化量（或者测量速度并进行积

分），与原位置叠加，从而得到当前位置(Groves 2013)。航位推算技术最早应用

于航海领域。牛津英语词典将其定义为“根据计程仪测得的航向和罗盘确定的航

向，并对海流、风压差等加以改正，在无天文观测的条件下估计船舶位置。”

(OxfordUniversityPress 2020)由此可见，INS 本身即是一个完备的三维航迹推算系

统。同时，本文提出的基于捷联惯导和车轮速度观测信息的组合导航算法也是根

据前一时刻的位置姿态和两个时刻之间的位置和姿态变化量递推下一时刻的载

体姿态和位置，因此本质上也是一种航迹推算算法。为明确定义且便于区分，本

文将车轮速度信息辅助 INS 的组合导航算法称为基于滤波的航迹推算算法，将

只利用载体姿态和距离增量推算位置的算法称为 DR 算法。 

对于平面运动的载体，可以用航向和二维位置这三个自由度描述其状态。经

过旋转调制之后，车轮 IMU 纯捷联积分的航向精度可以在很大程度上得到改善。

再经过车轮速度信息约束之后，航向精度可以得到进一步提高。EKF 滤波之后的

速度输出可以认为是观测值和 IMU 积分得到的速度加权平均之后的结果，R 阵

和P阵分别代表各自的权重。利用 Wheel-IMU 陀螺经过零偏补偿之后的数据和

车轮半径可以得到较为精准的速度观测值，同时受限于 MEMS IMU 的精度，在

某些场景下可以认为速度观测值比滤波之后的速度精度更高。因此可以根据速度

观测值和滤波之后的航向设计一个简单的平面 DR 算法，以获得更精确更平滑的

定位结果。DR 算法位置更新如式所示。 
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
 (2.55) 
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其中， kN 、 kE 分别表示 k 时刻的载体东向和北向位置，ȹkt 表示 1k 到 k 时

刻的时间间隔，表示载体航向角。但是 DR 算法得到的导航结果误差逐渐累积，

不存在修正过程，当载体出现航向误差偏移过大的情况，定位精度会有所下降。 

如前所述，在文献(Collin 2015, Mezentsev and Collin 2019)中作者介绍了一种

基于 Wheel-IMU 的简便的 DR 算法：利用加速度计数据计算车轮转角从而获得

里程增量信息，再结合陀螺数据推算得到的航向信息进行 2D 航位推算。由于

IMU 安装在车轮上并随之一起旋转，并假定载体做匀速运动，则根据加速度计测

量值可以计算出车轮的转角。当汽车在水平面上运动时，该转角即为本文安装方

案中 Wheel-IMU 的横滚角。加速度计测量值可以表示为： 

 

= =

0 0

0 sin
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b b b b b n
n

b
n g

g g
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   
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C

C
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 (2.56) 

根据一段时间内的转角增量，可以得到车轮的前进距离，即： 

 ȹ ȹS r   (2.57) 

其中ȹS 表示距离增量，ȹ表示车轮转角增量。 

忽略地球自转等因素的影响，车轮安装陀螺的角速度可由载体的角速度转换

得到(Collin 2015)： 

 
cos sin

sin cos

b
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b
z

 

 

    
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 

 
 (2.58) 

其中 b
y、 b

z为车轮 IMU y z、 轴陀螺输出，  、 为载体的航向角和横滚

角速度。由于已知，解式(2.58)对应的方程组，可以解算得到载体的航向角速度。

此时载体位置更新方程如所示： 
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
 (2.59) 

Collin 博士提出的基于 IMU 原始数据的 DR 算法（Collin DR）依赖载体匀

速运动假设，同时未对 IMU 相对车轮的安装误差进行标定和补偿。并且该算法

完全依赖 IMU 原始数据，没有对载体状态和 IMU 误差进行任何观测修正，导航

误差随时间累积更快，因此该系统的定位精度和稳健性都较差，参见 5.4 节中的

结果对比。 
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2.7 本章小结 

捷联惯性导航机械编排算法和卡尔曼滤波基本原理是本文算法设计与研究

的基础。本章首先介绍了 Wheel-INS 所涉及的常用坐标系的定义。然后给出了惯

性传感器误差的定义与分类。随后描述了详细的惯导机械编排算法，包括速度更

新、姿态更新和位置更新，并且推导了惯性导航的误差微分方程，确定了惯性传

感器的随机误差模型。同时介绍了组合导航常用的卡尔曼滤波算法的基础知识。

最后介绍了本文航迹推算系统所依托的基本概念和相关算法。本章内容是后续基

于车轮安装 IMU 和车体安装多 IMU 的航迹推算算法研究的基石。下一章将阐述

基于车轮安装单个 IMU 的航迹推算算法。 
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第3章 基于车轮安装单个 IMU 的航迹推算算法 

3.1 引言 

本文第二章介绍了 Wheel-INS 算法相关的基础知识，为本章的算法推导进行

了铺垫。与基于车身（车顶或车厢）安装 IMU 的传统车载航迹推算方式不同，

本文将惯性传感器安装在车轮上，使系统具有以下特点：1) 由陀螺绕车轮旋转

轴的测量值结合车轮半径计算车辆前进速度，而不需要额外安装里程计；2) 随

着车轮周期性的旋转，将传感器误差分散到不同的方向，从而达到抑制误差积累

的作用，特别是陀螺零偏周期性抵消的现象。 

由于 Wheel-IMU 跟随车轮不断旋转，安装方式和 IMU 坐标系定义不同，在

算法中的处理方式也不同。本章首先明确了 Wheel-IMU 的安装方式并从误差微

分方程的角度分析了周期性旋转为 INS 带来的误差抵消效应。同时，IMU 安装

过程中不可避免的会存在误差，包括安装角误差（即 IMU 坐标系与车轮坐标系

差异）和杆臂误差（即 IMU 测量中心与车轮旋转中心相对位置关系）。安装角

会使得车轮旋转角速度投影在 Wheel-IMU 三个轴向上，破坏算法的性能。杆臂

会使得 Wheel-IMU 感知到额外的向心加速度并给速度投影带来误差。因此为最

大程度地发挥 Wheel-IMU 的航位推算能力，必须对 Wheel-IMU 的安装误差进行

补偿。对于安装角，本章基于 IMU 原始数据提出一种可靠易行的安装角标定方

法，而对于杆臂，因为其精度需求更高，所以将其作为待估计状态量拓展到系统

状态中进行在线估计。为充分挖掘 Wheel-INS 的定位能力，设计一种性能最优、

计算最简洁的约束算法，本章基于 Wheel-IMU 陀螺间接测量得到的车轮速度以

及实际物理意义，进一步探讨由车轮速度信息构建不同观测值用于滤波量测更新

的算法。另外，Wheel-IMU 对载体运动的敏感度要高于车身安装的 IMU。本文

利用 Wheel-IMU 测量值准确地判断载体的静止时间段，并构建零速观测值和零

航向角速率观测值，从而有效地提升导航性能。 

本章 3.2 节描述 Wheel-IMU 的安装方案和安装角的标定算法，分析旋转效

应对捷联惯导误差的调制作用；3.3 节推导基于滤波的航迹推算算法，包括系统

整体框架，系统误差状态方程、三种不同观测值的构建以及 ZUPT 和 ZIHR 观测

方程的推导；3.4 节对基于车轮速度信息构建的三种观测值约束算法进行讨论。 
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3.2 安装方案 

3.2.1 车轮 IMU 安装方案 

本文将 IMU 安装在车辆的非转向轮上，如汽车的后轮和双轮差速小车的后

轮，使得航迹推算系统可以更直观地反映载体状态而不受转弯的影响。Wheel-

IMU 安装方式和载体坐标系定义如图 3-1 所示。此时可以认为车轮坐标系与载

体坐标系之间只存在周期性变化的横滚角。在文献(陈映秋 2019)中，作者将 IMU

与车轮旋转轴平行的轴系作为b 系的 y 轴。这样在车轮旋转过程中，不可避免地

会出现 IMU 俯仰角正负 90的问题。因此本文将 IMU 旋转轴定义为 x轴，指向

车体右侧，并且认为 IMU 与载体之间的航向角偏差为固定的 90，即： 

 / 2n n
b v     (3.1) 

其中 n n
b v 、 分别表示 IMU 和载体的航向角。这样就可以避免俯仰角出现奇

异性的问题。 

 

图 3-1 Wheel-IMU 安装方案示意图 

3.2.2 旋转调制效应 

如式(2.33)、(2.34)所示，惯导姿态和速度误差会受到陀螺和加速度计误差的

影响。本节以陀螺误差为例，分析周期性旋转对于惯导误差积累的抑制作用。不

失一般性地，假设车轮 IMU 的 x轴指向北，且在短时间内车轮转动速度固定，则

IMU 角速度误差在 n系下的投影可以表示为： 

 

1 0 0

= 0 cos sin cos sin

0 sin cos sin cos

x x

n b
b ib y y z

z y z

t t t t

t t t t

 

       
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   
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       

C   (3.2) 
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其中表示车轮转动角速度， 
T

, ,x y z  表示陀螺在 x，y 和 z 方向上的测量

误差。由于惯性传感器误差一般随着时间缓慢变化，所以此处假定在车轮转动一

圈的时间内误差恒定。对上式积分可以得到由于陀螺误差造成的 IMU 姿态误差： 

 cos sin 0

0
sin cos

x x

Tc Tc

n b
b ib y z

Tc Tc

y z

Tc

t t

t t

 

    

   

 
  
  
      
  
    

  

 

 



C   (3.3) 

其中Tc表示车轮旋转一周的时间。由上式可以看出，由于车轮旋转，IMU 非

旋转轴的测量误差在 n系下被调制为正弦波形式，经过一个周期的积分之后，累

积误差为零。同理，由于加速度计测量误差所引起的速度误差在经过一个周期的

积分之后，东向和地向的累积误差为零。由此可见，Wheel-IMU 经过绕轴旋转，

误差被调制为正弦波形式，在一次旋转周期内造成的东向和地向的累积速度误差

以及俯仰和航向误差为零。车轮旋转可以在一定程度上抵消 IMU 常值偏差。 

3.2.3 车轮 IMU 安装角标定 

由于 IMU 安装在车轮上时无法严格对齐，因此会存在 IMU 中心与车轮中心

不重合的误差，以及 IMU 轴系与车轮坐标系不平行的误差，分别称为杆臂误差

和安装角误差。补偿安装误差是获得稳定可靠的导航结果的前提。杆臂误差因精

度需求高且需要更多信息来解算，所以采用在线估计方式，参见第 3.3.2 节介绍。

Wheel-IMU 安装固定之后，与车轮之间的姿态关系即固定不变。由于 IMU 随着

车轮一直旋转，车轮坐标系和 IMU 坐标系的 y z、 轴指向会周期性地变化，所以

本文忽略 IMU 与车轮坐标系之间的横滚角，只关心航向安装角和俯仰安装角误

差。文献(Chen, Niu et al. 2019)提出了一种管线仪中 IMU 安装角的标定方法并对

标定误差进行了分析。本文设计并实现一种更为简单的安装角标定方法。对

MEMS IMU，忽略地球自转，在载体沿直线行驶或车轮空转时，可以认为 IMU

测量的角速度完全来自于车轮转动角速度的投影，则有： 

 0

0

b wheel
x x

b b
y wheel

b
z

 





   
   

   
   
   

C  (3.4) 

其中， b
wheelC 表示 IMU 坐标系与车轮坐标系之间的方向余弦矩阵，仅考虑航

向角和俯仰角，并忽略无关项，则有： 
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其中 c表示cos， s表示 sin ，代入式(3.4)可得： 
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b wheel
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 (3.6) 

求解上式可以得到 IMU 相对于车轮的安装角如下： 

 

   
2 2
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b
z

b
x

b wheel
y x

wheel
b b x
x z






 


 







 
    

   

 (3.7) 

实际应用中，对于移动机器人，可以将其架高，提前利用静止时段数据扣除

陀螺零偏，然后使车轮空转，利用一段时间的数据求平均结果。而对于汽车等体

积重量较大的载体，可以让其沿直线运动一段时间，并采集 Wheel-IMU 数据求

平均结果。 

3.3 基于滤波的航迹推算算法 

3.3.1 算法整体框架 

本文所提出 Wheel-INS 航迹推算算法的核心是以捷联惯性导航为基础的拓

展卡尔曼滤波。算法流程如下： 

1. 在初始化载体位置、速度和姿态（Position, Velocity and Attitude，PVA）

之后，利用 Wheel-IMU 测量数据进行机械编排推算载体状态； 

2. 同时利用 IMU 角速度和比力测量值探测载体状态，判断载体是否进入

静止状态，若是则进行 ZUPT 和 ZIHR 量测更新； 

3. 当载体开始运动时，采用速度信息作为量测更新。速度约束观测值有三

种形式可以分别使用：1）利用 IMU 角速度和车轮半径计算车轮前进速

度，结合 NHC 在 v系进行约束，即传统 ODO/INS 组合导航的思路；2）

将车轮前进速度投影到 n系，积分得到 IMU 在一段时间内的位移，以此

作为观测值；3）通过杆臂、车轮半径和 IMU 水平姿态等将 IMU 速度投

影到车轮上的触地点，利用“当载体不发生侧滑和颠簸等状况时，车轮

上与地面接触点相对于 n系速度为零”这一条件构建约束； 
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4. 利用滤波之后得到的 IMU 误差估计值补偿 IMU 原始数据，同时载体运

动误差反馈给载体状态，得到滤波更新之后的运动信息。并将 EKF 输出

的航向结果，结合车轮速度得到平面 DR 推算位置结果。 

三种观测值构建的航迹推算系统框架分别如图 3-2、图 3-3 和图 3-4 所示。 

 

图 3-2 车轮中心速度约束算法系统框架 

 

图 3-3 里程增量约束算法系统框架 

 

 

图 3-4 车轮触地点零速约束算法系统框架 
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3.3.2 系统误差状态方程 

带有辅助信息的惯性导航常采用误差状态卡尔曼滤波（间接卡尔曼滤波）进

行组合导航解算，以解决系统的非线性问题(陈起金 2016)。本文 2.3 节和 2.4.4

节分别介绍了惯性传感器的误差建模和捷联惯导的误差微分方程。考虑到车辆在

行驶过程中因为车辆自重、温度等变化导致的轮胎压强变化会造成车轮实际半径

与标称半径的偏差，本文认为该误差导致车轮半径按比例变化，视为里程计比例

因子误差，则有： 

  ˆ 1 vr s r   (3.8) 

其中，r为车辆行驶过程中的真实车轮半径；r̂ 为测量得到的车轮半径；. vs .

为里程计比例因子误差，本文将其建模为一阶高斯马尔科夫过程增广到状态向量

中进行在线估计。此外，由于不可避免的安装误差的存在，IMU 测量中心与车轮

中心并不会完全重合，即杆臂误差。对于杆臂误差，传统车载组合导航系统中一

般采用手动多次测量的方式。但是 Wheel-IMU 动态更大，特别是旋转轴角速度，

此时杆臂误差不仅会在速度投影时造成误差，还会带来额外的向心加速度。对于

汽车，车轮转速更大，误差表现更加明显。因此手动测量的方式达不到系统对杆

臂精度的需求。本文将其作为系统误差状态，增广到卡尔曼滤波的状态向量中进

行实时估计。由于 IMU 安装在车轮上可以直接观测车轮速度，而杆臂会直接影

响到 IMU 的向心加速度和速度投影，与其他误差有较好的区分度，所以 IMU

y z、 轴的杆臂误差有较强的可观性。将上述误差增广到卡尔曼滤波的系统状态

中，可以得到基于车轮安装 IMU 的航迹推算算法滤波模型的状态向量如下： 

       
T

T T T
T T T T Tn n b

INS INS g a g a v wheelt s   
  

x = r v b b s s l  (3.9) 

其中， n
INSr 为位置误差向量， n

INSv 为速度误差向量，为姿态误差向量， gb

为陀螺零偏误差向量，ab 为加速度计零偏误差向量，gs 为陀螺比例因子误差向量，

as 为加速度计比例因子误差向量， vs 为里程计比例因子误差， b
wheell 为车轮中心

到 IMU 测量中心的杆臂误差。状态向量共计 25 维。位置、速度和姿态误差微分

方程见式(2.35)、式(2.34)和式(2.33)。将 IMU 零偏误差和比例因子误差建模为一

阶高斯-马尔科夫过程，则由式(2.37)可得 IMU 零偏和比例因子误差的微分方程： 
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 (3.10) 

将里程计比例因子误差和杆臂误差建模为随机游走，由式(2.39)可得其微分

方程： 

 
 

 

v sv

b
wheel l

s t t

t t






w

l w
 (3.11) 

3.3.3 车轮速度信息约束算法 

A. 车轮中心速度约束 

补偿 IMU 安装角和陀螺误差之后，可以更准确地由陀螺 x轴测量值和车轮

半径计算车轮前进速度。 

 
 = 1v

wheel x v x v v

v v
wheel v wheel v

v r e s r e

v s v e

    

  
 (3.12) 

其中， ve 为观测噪声， r 为真实的车轮半径， r 表示测量得到的车轮半径，

x表示补偿了零偏和比例因子误差之后的陀螺 x轴测量值。类比传统的里程计辅

助车身 IMU 的组合导航算法，可以构建基于车轮安装 IMU 的里程计速度观测方

程。 

对于一般车辆，如汽车或双轮差速机器人，其在平面上正常行驶（不发生颠

簸和侧滑）时只有沿着车体前进方向的速度，不会有侧向或垂向速度，这一基本

假设被称为非完整性约束（Non-holonomic Constraint，NHC）。当车辆运动满足

非完整性约束时，载体坐标系下的速度观测向量可以表示为： 

 
T

= 0 0v v
wheel wheel vv  v e  (3.13)  

ve 中的第一项为里程速度测量误差，第二、三项需要根据车辆的实际运动状

态来确定，可以根据残差来自适应调整观测噪声。 

车辆运动速度与非完整性约束均属于载体坐标系下的观测值，因此在与 IMU

的状态构建约束时需要获得b 系与 v系的转换关系。在传统的车载里程计/惯导组

合导航算法中，IMU 安装在车身，需要提前标定或在线估计 IMU 的安装角，并

视为固定值。而在本文方案中，IMU 安装在车轮上，IMU 相对于载体的横滚角

呈现周期性的变化，无法感知载体的水平姿态。也就是说，仅靠车轮 IMU，无法
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判断车辆是在上坡还是下坡。因此，我们假设车辆行驶在水平面上，v系相对于

n系只存在航向角偏差。则有： 
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/ 2
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n n
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  (3.14) 

其中， n
v表示载体三个姿态角； n

b 表示 IMU 航向角。根据式(3.1)，载体的

航向角误差可认为与 IMU 的航向角误差相等， =n n
v b 。因此在对 ˆ v

nC 进行误差

扰动时，只需考虑航向误差，即  ˆ =v v
n n  C C I  ， T=[0 0 ]n

b  。IMU 相对

于载体坐标系的姿态可以计算得到， v v n
b n bC C C 。 

据上述分析，由 IMU 速度经过杆臂投影得到的车轮速度为： 
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 (3.15) 

其中 ˆn
IMUv 为惯导机械编排得到的 IMU 在载体坐标系下的速度； b

wheell 为车轮

中心相对于 IMU 测量中心的杆臂在 IMU 坐标系下的投影。 

因此，车轮中心速度约束观测方程可以表示为： 
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B. 里程增量约束算法 

由陀螺测得的角速度和半径可以计算车轮在任意时刻的速度，经过积分可以

得到位移增量。文献(严恭敏 and 翁浚 2019)指出行驶路况和车辆转弯等不良行

驶状态下，车辆运动约束难以满足，因此提出惯导/航位推算增量组合方法，仅当

判断状态良好时进行组合。本节参考该方法推导 Wheel-INS 里程增量约束算法。 

由式(3.12)可得 n系下的里程速度观测： 
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 (3.17) 
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由 IMU 速度推算得到的车轮在 n系下的速度为： 
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 (3.18) 

两式相减可得： 

 
    

   

ˆ ˆn n n n b b n b b
wheel wheel IMU b nb wheel b wheel ib

n b b n v n v
b nb wheel v wheel v wheel v vs

 

 

      

   

C C

C C C

v v v l l

l v v + e

  

 
 (3.19) 

两边同时积分，并认为在积分区间内误差恒定，则有： 
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其中， 
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忽略地球自转和 n系相对于 e系的转动，则有： 

  n n b n b
b b   C Cv f f  (3.22) 

将式(3.21)、(3.22)代入式(3.20)，整理得到里程增量约束算法观测方程： 
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 (3.23) 

实际中可根据载体自身动态和运动场景确定积分时间。 

C. 车轮触地点零速约束算法 

根据非完整性约束，轮式机器人正常行驶在路面上时，不会有垂向和侧向的

速度。假设某个瞬间车轮中心相对于地面前进的速度为 v，此时由于车轮在旋转，
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车轮上与地面接触点相对于车轮中心的速度也为 v，方向与车辆前进方向相反，

那么当载体不发生颠簸和侧滑时，该点相对于地面的速度始终为零，如图 3-5 所

示。不同于传统的里程计速度约束，该方案无需获得车轮速度，而是通过杆臂将

车轮 IMU 速度投影换算至车轮与地面接触点，这时该点速度 T[0 0 0]n
p v 。 

 

图 3-5 Wheel-INS 车轮触地点零速投影示意图 

由 IMU 速度计算得到的车轮触地点 p 的速度为： 

  ˆ ˆˆ ˆ ˆn n n b b
p IMU b ib p  Cv v l  (3.24) 

其中， ˆb
pl 表示 p 点在b 系下的杆臂。随着车轮的转动， p 点在b 系下的位置

动态地变化，需要根据 IMU 横滚角实时计算。同样，假设车辆在水平面上运动，

则有： 
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 (3.25) 

其中
T

b b b
o x o y o z  l l l 表示车轮中心在b 系下的坐标；表示 IMU 横滚角。 

p 点速度观测值可以表示为： 

  
T

= 0 0 0n
p vpv e  (3.26) 

因此，速度投影约束算法的观测方程可以表示为： 
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3.3.4 零速修正和静止航向锁定 

在没有外部观测的情况下，INS 速度误差和位置误差会快速发散。由载体自

身状态得到的虚拟观测值可以很大程度上抑制误差发散(Shin 2005, Kilic, Gross et 

al. 2019)，其中常用的包括 ZUPT 和 ZIHR。这两项观测值的物理依据是：当载体

保持静止时，IMU 的速度和航向角速率应该都等于零。文献(Shin 2005)指出，

ZUPT 可以抑制水平姿态误差的发散，ZIHR 可以抑制航向误差的发散。本文将

IMU 安装在车轮上，相比于车身安装的方式，Wheel-IMU 对载体运动更加敏感，

可以更准确地探测出载体的静止状态。本文采用固定长度滑动窗口（不重叠）内

的加速度、速度和角速度三个量的峰峰值来和阈值对比，判断载体是否处于静止

状态。实际应用中，可以针对不同的运动载体（如机器人、汽车等）和环境选用

不同的阈值。 
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      1 2 1 2max , , , min , , ,n n ZIHR        (3.29) 

其中， 1...na 表示 IMU 在长度为 n的窗口内的三轴加速度； 1...nv 表示 IMU 在

长度为 n的窗口内的三轴速度，由陀螺测量的 x轴角速度乘以半径计算； ZUPTa 、

ZUPTv 分别表示零速状态的加速度阈值和速度阈值； 1...n 表示 IMU 在长度为 n的

窗口内的三轴角速度； ZIHR 表示静止航向锁定状态的角速度阈值。 

当探测到载体处于静止状态时，IMU 速度观测值可以表示为： 

  
T

0 0 0n
zupt v e  (3.30) 

零速更新的观测方程可以表示为： 
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由误差扰动分析，IMU推算得到的载体姿态矩阵和航向角可以分别表示为： 

  ˆ n n
b b    C I C  (3.32) 
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其中 21
ˆ( )n

bC 、 11
ˆ( )n

bC 分别表示矩阵 ˆ n
bC 中位于第二行第一列和第一行第一列的

元素。 

静止航向锁定的观测方程可以表示为： 
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其中 
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3.4 讨论 

从 3.4 节的算法推导可以看出，三种观测值更新算法本质上都是利用载体车

轮速度信息对系统状态进行修正。其中，车轮中心速度约束算法将 IMU 速度经

杆臂和姿态矩阵 v
bC 投影到车轮中心，联合 NHC 与陀螺数据推算的 v系下的车轮

速度构建约束。引起观测误差的系统误差状态主要包括速度误差、姿态误差、陀

螺误差、杆臂误差和里程计比例因子误差。里程增量约束算法是将载体速度投影

在 n系下进行积分得到一段时间内的位移增量，并假设在积分区间内系统误差状

态不变。引起观测误差的系统状态包括速度误差、姿态误差、陀螺误差、杆臂误

差、加速度计误差和车轮比例因子误差。车轮触地点投影约束并不需要利用陀螺
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数据计算车轮中心的速度，而是利用杆臂、车轮半径和 IMU 姿态将速度投影到

车轮触地点，利用“当载体不发生颠簸、侧滑等现象时，车轮触地点相对于 n系

的速度为零”这一条件构建约束。此时引起观测误差的系统状态包括速度误差、

姿态误差、陀螺误差、杆臂误差和车轮比例因子误差。同时，三种算法都依赖非

完整性约束和载体水平面运动假设。这一点对于车轮中心速度约束算法和里程增

量约束算法比较直观，因为其观测方程建立时均需要载体在 v系下的速度和载体

姿态。而对于车轮触地点投影约束，载体水平面运动约束体现在利用车轮旋转角

和半径进行速度投影的时候。此时若载体运动在斜面上，则速度投影还应该在

IMU 横滚角上补偿载体俯仰角。对于里程增量约束，当载体动态较大时，不满足

积分区间内系统状态保持不变这一假设。同时速度观测噪声也在无形中进行了积

分，一定程度上破坏了卡尔曼滤波中观测噪声服从高斯分布这一条件。并且里程

增量约束对 NHC 的假设更强一些，需要保证在积分区间内载体的垂向速度和侧

向速度均为零。对于车轮中心速度约束，由于载体航向也来自于 IMU 姿态，因

此在速度投影时引入了额外的航向角误差。而对于车轮触地点零速约束，则在速

度投影时引入了横滚角误差。综上，三种观测值约束算法利用的信息在本质上是

相同的，只是对观测值加工的手段不同，不同的观测值会引入不同的微小误差，

因此最终的导航结果也不应有很明显的差异。 

从以上分析中我们还可以发现 Wheel-INS 存在一些缺陷。首先是应用场景受

限于水平面运动假设，在起伏不平的路段定位精度会下降，同时单个系统的稳健

性还有待提高。考虑到车辆一般有两个非转向轮可以对车轮速度进行两次观测取

平均，同时车身 IMU 可以很可靠地提供载体的水平姿态信息，并且多个 IMU 之

间的空间位置关系也可以用来修正系统误差。因此本文将单个车轮安装 IMU 拓

展到车体安装多个 IMU，研究多系统航迹推算算法，拓展 Wheel-INS 的应用场

景并进一步提高航迹推算系统的稳健性。由于车轮中心速度约束算法更为简洁直

观，同时对车身 INS 而言，车轮速度约束算法更为通用，因此在后续的基于车体

安装多 IMU的航迹推算算法中将不对Wheel-INS采用何种观测值进行对比分析，

而是统一采用车轮中心速度约束算法。 

3.5 本章小结 

本章是 Wheel-INS 航迹推算算法的核心部分。首先给出了 Wheel-IMU 的安

装方案，并从惯导误差微分方程的角度，解释了车轮旋转对 INS 导航误差积累的

抑制作用。然后，针对轮式 IMU 的安装角标定问题，设计了一套可靠易行的基

于 IMU 原始数据的标定方法；而针对杆臂参数的确定，将其作为误差状态量实

时估计，从而确定了系统中扩展卡尔曼滤波的状态向量为 25 维，包括载体状态、
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惯性传感器误差、里程计比例因子误差和 IMU 杆臂参数。接着，本章重点阐述

了 Wheel-INS 中的几种不同观测信息，包括由车轮速度信息衍生出来的车轮中心

速度、载体里程增量和车轮触地点零速，以及载体静止状态约束。最后，本章讨

论了三种观测值约束算法的异同，揭示了其利用同一信息的本质，为第四章论述

基于车体安装多 IMU 的航迹推算算法打下了基础。  
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第4章 基于车体安装多 IMU 的航迹推算算法 

4.1 引言 

本文第三章介绍了基于车轮安装单个 IMU 的航迹推算算法，详细推导了几

种不同修正信息构建的观测方程，并介绍了 Wheel-INS 整体框架和算法流程。由

于 Wheel-INS 无法感知载体的水平姿态，所以在使用车辆运动信息的时候需要假

设车辆在水平面内运动。因此该算法具有一定的局限性，无法估计载体的垂直运

动状态，仅适用于室内环境或停车场、码头等地面较为平坦的场景，而对于城市

内起伏较大的道路则存在一定的精度损失。考虑到 IMU 安装在车身（车顶或车

厢）可以提供载体的姿态信息，因此可以将车身 INS 补偿安装角之后得到的载体

水平姿态信息提供给 Wheel-INS 用于估计载体高程，而 Wheel-INS 也可以给车

身 INS 提供车轮速度和载体静止状态信息，实现传统 ODO/INS 组合导航，得到

更可靠的载体姿态。同时，一般的汽车或双轮差速小车具有两个非转向轮，单轮

Wheel-INS 相当于只对载体状态进行了一次计算。若双轮 Wheel-INS 同时解算并

求加权平均，一定程度上可以提高定位结果的稳健性和可靠性。此外，IMU 在车

身和车轮上分别安装固定之后，其相对空间位置关系保持不变。这一条件也可以

作为观测信息融入滤波系统。因此，为进一步提高 Wheel-INS 航迹推算系统的可

靠性和通用性，本章在前一章的基础之上，将单轮安装 IMU 的方案拓展到车体

安装多 IMU 的方案，包括双轮系统，车身+车轮系统和车身+双轮三系统，实现

对系统之间的信息互补的相互约束。 

本章 4.2 节设计基于多 IMU 系统的航迹推算算法整体框架，对不同组合模

式进行分类并给出对应的算法流程框图；4.3 节推导基于车体安装两个 IMU 的航

迹推算算法，包括基于双轮安装 IMU 的航迹推算算法和基于车身和车轮安装

IMU 的航迹推算算法，推导双系统空间位置约束的观测方程；4.4 节推导基于车

身和双轮安装三个 IMU 的航迹推算算法，推导三系统之间空间位置约束观测方

程；4.5 节对本章提出的多系统约束方案进行讨论。 

4.2 多系统整体框架 

图 4-1 给出了基于车体安装多 IMU 的航迹推算系统空间位置俯视示意图，

按照不同的安装位置配置方案，可以分为双轮系统（即 IMU1 和 IMU2 组合），

车身+车轮双系统（即 IMU1 或 IMU2 和 IMU3 组合）和车身+双轮三系统（即

IMU1、IMU2 和 IMU3 组合）。 
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图 4-1 车体多 IMU 安装位置俯视示意图 

图 4-2、图 4-3 和图 4-4 给出了所有多 IMU 组合航迹推算系统方案的算法

流程。在各方案中，每个子系统均独立维护自己的状态向量和观测信息，并按照

一定的频率进行相互的信息交换和空间约束。为提高多系统空间位置约束的稳健

性和可靠性，本文将各子系统推算的自身位置投影至参考点，加权平均之后作为

位置观测值，而不是仅利用另一个或两个系统单独修正某个系统。其中，权重可

由各独立系统P阵中对应的位置标准差或经验值确定。参考点位置可根据实际载

体结构来确定，本文选用载体两个后轮中心连线的中点作为 v系的原点，并多次

测量三个 IMU 在 v系下的坐标并取平均值。其中，在双轮系统中（如图 4-2 所

示），由安装在两个车轮上的 IMU 提供的车轮速度平均值作为载体速度观测，

两轮 Wheel-INS 推算得到的世界坐标系下参考点位置的加权平均结果作为虚拟

位置观测同时修正两个系统。在车身+车轮系统中（如图 4-3 所示），两子系统

之间除了空间约束之外，车身 INS 还利用 Wheel-INS 提供的速度信息实现传统

的 ODO/INS 组合导航，同时将载体姿态信息传递给 Wheel-INS，使其摆脱平面

运动假设的约束，由二维运动估计拓展至三维。而三系统（如图 4-4 所示）可以

看做是上述两种双系统方案的结合，此时参考点位置由三个系统的推算结果进行

加权平均计算，双轮平均速度用作三个系统的量测更新，同时车身 INS 为两轮

Wheel-INS 分别提供载体的水平姿态信息。 

如 3.4 节所述，多系统中 Wheel-INS 各自的速度信息约束可以选择第三章所

提出的车轮中心速度、里程增量和车轮触地点零速等三种观测值中的任意一种，

但因其本质信息是等价的而车轮中心速度约束算法更为直观，并且车身 INS 使

用车轮中心速度进行修正更为简洁方便，因此本文多系统速度约束观测值采用车

轮中心速度。 
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图 4-2 双轮系统算法整体框架 

 

图 4-3 车身+车轮双系统算法整体框架 

 

图 4-4 车身+双轮三系统算法整体框架 
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4.3 基于车体安装两个 IMU 的航迹推算算法 

4.3.1 基于双轮安装 IMU 的航迹推算算法 

在双轮安装 IMU 的航迹推算算法中，车辆两个后轮上分别安装 IMU，二者

根据各自的传感器测量值完成机械编排和滤波更新，此时可以视作两个独立的

Wheel-INS 系统。由于两轮中心在 v系内的位置关系是固定的，因此该三维向量

可以作为观测值按一定的频率用于更新双轮系统各自的状态。双轮 IMU 空间关

系和坐标系俯视图 4-5 如所示。 

 

图 4-5 双轮系统 IMU 空间关系俯视示意图 

图中w frame 表示双轮 Wheel-INS 系统各自建立与维持的世界坐标系，分

别为初始时刻各系统对应的 n系。可以近似认为各系统对应的w系之间仅存在平

移关系。v frame 表示载体坐标系，本文将其原点选为双轮中心连线的中点。多

个 IMU 在 v系下的位置可以提前多次测量取平均值，且在运动过程中视为固定

不变。为提高观测信息的稳定性和可靠性，本文用各系统自身独立推算得到的w

系下o点位置加权平均得到各自w系下的o点坐标均值，将其作为外部位置观测

分别修正每一个系统的状态，这就是多系统空间约束的主要思路。令左右双轮

IMU 中心在 v系下的坐标分别为
1 2

v v
b br r、 ，根据w系 IMU 位置 w

br 推算得到的o点

坐标可表示为： 

 ˆˆ ˆx x x

xx

w w w v
o v bb Cr r r  (4.1) 

其中  1,2,3x 表示 IMU 编号。根据各 IMU 位置计算得到的o点坐标权重

可由各独立系统P阵中对应的位置标准差或经验值确定，本文为方便描述和理解，

认为权重相等直接求平均。 
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其中 1 1

2 2

w w

w wT T、 分别表示左右两轮 IMU 对应的世界坐标系之间的平移向量，

其与载体的初始航向和 IMU 在 v系下的坐标有关： 

  1

1 22

cos sin 0

= sin cos 0

0 0 1

w v v
b bw

 

 

 
 
 
 
  

T r r  (4.3) 

假设加权平均之后的o点坐标观测值噪声呈高斯分布，则有： 

 
1 1

2 2

=

=

w w
o o mlt

w w
o o mlt





r r e

r r e
 (4.4) 

左轮系统的观测方程可以表示为： 
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 (4.5) 

其中， 1
nr 表示左轮系统的位置误差， 1ɣ表示左轮系统的航向误差， mlte 表

示多系统空间约束观测值的噪声。同样的，对于右轮系统，观测方程可以表示为： 
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 (4.6) 

其中， 2
nr 表示右轮系统的位置误差， 2表示右轮系统姿态误差， mlte 表示

多系统空间约束观测值的噪声。类比单轮系统的 DR 算法，双轮系统同样可以实

现平面航位推算，此时可以采用双系统的平均航向和速度平均值得到最终的推算

结果。 

4.3.2 基于车身+车轮安装 IMU 的航迹推算算法 

以左轮 IMU和车身 IMU为例，车身+车轮双系统空间关系如图 4-6所示。 



 

41 

 

 

图 4-6 车身+车轮双系统 IMU 空间关系俯视示意图 

如前所述，单轮和双轮系统都无法避免的一个问题是无法获得载体的水平姿

态，因此无法估计载体高程。为了拓展 Wheel-INS 的应用场景，本文安装另一个

IMU 在车身上，利用其提供的载体水平姿态角在 Wheel-INS 高精度的水平航位

推算的能力基础之上赋予其三维定位能力。对车身 IMU 系统而言，Wheel-INS 可

以为之提供车轮速度观测值作为辅助信息。同时如 4.2.1 节所述，双系统平均之

后的o点坐标可以为各系统提供位置约束信息。此时对于 Wheel-INS 自身的速度

信息约束，同样可以选择三种观测值中的一种，因为只需要计算车轮速度传入车

身系统即可。但是如 3.4 节所讨论，车轮中心速度约束算法更为简洁直观，因此

多系统组合方案中各子系统均采用车轮中心速度约束算法。 

由车身 IMU 姿态和 IMU 安装角 v
bC 可以计算出载体的姿态 T=n n v

v b bC C C 。对于

Wheel-IMU，在计算载体的姿态矩阵 n
vC 时可以用车身 INS 解算得到的载体横滚

角和俯仰角联合 Wheel-INS 提供的航向转换得到。 

为确保车身 INS 姿态精度，可以用车轮观测得到的速度作为观测值进行约

束，也就是传统的里程计辅助惯导的组合导航算法。此时由车身 INS 推算得到的

车轮在 v系下的速度可以表示为： 
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   
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C C I C C

C C C C C

v v l

v v l l

= v v v l



  

 

 (4.7) 

需要注意的是，对比式(3.15)可见，由于载体姿态包含的系统误差状态不相

同，因此车身 INS 推算得到的速度误差扰动形式与 Wheel-INS 不同。由式(3.12)，

Wheel-INS 提供的车轮速度与真实速度之间的偏差包括里程计比例因子引起的

误差和高斯噪声，则有： 
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  = 1v v
wheel v wheel vs v v e  (4.8) 

联合式(4.7)、(4.8)可以得到车身 INS 的里程速度约束观测方程： 
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ˆv v
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 (4.9) 

与双轮系统空间位置约束相同，车身 IMU 在 v系下的位置
3

v
br 可提前测量得

到。观测值同样也是各系统推算得到的o点坐标的加权平均值。对于 Wheel-INS，

观测方程与式(4.5)相同。不同的是对于车身 INS，对载体姿态的误差扰动不相同，

这是因为车轮系统中，载体姿态只包括 IMU 的航向误差，而车身 INS 中的载体

姿态包含三个姿态角误差，且需要提前标定车身 IMU 相对于载体的安装角。此

时观测方程可以表示为： 
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同样的，车身+车轮双系统可选用两系统最终的航向平均值、载体俯仰角以

及车轮速度实现三维 DR，得到最终的位置推算结果。与式(2.55)相似，三维 DR

更新公式可以表示为： 
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 (4.11) 

其中， -1k kH H、 分别表示 k 和 1k 时刻的载体垂向位置，表示载体俯仰角。 

4.4 基于车体安装三个 IMU 的航迹推算算法 

车体安装三个 IMU 的空间位置关系俯视图如图 4-7 所示。使用三系统的空

间位置约束时，将各自的位置归算至同一点o，取加权平均值作为位置观测用于

修正各系统的状态，权重可由各子系统 P 阵对应的位置标准差或经验值确定。如

前所述，此处为便于描述同样取等权计算。以左轮 IMU 为例，此时由三个系统

加权平均得到的o点坐标在左轮 Wheel-INS 对应的w系下的位置可以表示为： 

    1 1 2 1 3 1

2 3

1
=

3

w w w w w w
o o o ow w   r r r T r T  (4.12) 
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图 4-7 三系统 IMU 空间关系俯视示意图 

此时可以用双轮系统提供的平均速度作为辅助车身 INS 的速度观测，对应

的杆臂需要归算到车轮中心连线的中点。与双轮系统和车身+车轮系统观测方程

相似，三系统航迹推算算法中车身系统和车轮系统的多 IMU 空间关系约束观测

方程分别如式(4.10)、(4.5)所示。 

三系统航迹推算算法流程如图 4-4 所示，具体流程如下： 

1. 各子系统独立进行机械编排，推算各自的状态； 

2. 车身 INS 将补偿安装角之后的车体水平姿态传递给 Wheel-INS，两个车

轮系统输出的平均车轮速度传入车身 INS，同时车轮系统监测载体的运

动信息，若探测到静止，便将静止状态传递给车身 INS 进行 ZUPT 和

ZIHR； 

3. 各子系统利用车轮速度观测信息完成滤波更新； 

4. 随后，利用各子系统的位置计算参考点 o位置的加权平均值，并将其作

为观测值分别修正三个系统状态，更新之后可以得到各系统状态的滤波

更新结果。最后可以利用三系统平均航向、平均速度和载体俯仰角实现

3D DR，计算方式如式(4.11)所示。 

4.5 讨论 

在基于车体安装多个 IMU 的航迹推算系统中，多系统之间进行载体速度信

息和姿态信息的交换，此外更重要的一点就是系统之间的空间位置约束。利用多

个 IMU 之间的相对位置关系进行约束的一个代表方案是基于双足安装 IMU 的

行人航位推算算法。相关文献中主要有两种约束方式，等式约束(Niu, Li et al. 2019)

和不等式约束(Shi, Wang et al. 2017, Wang, Cheng et al. 2019)。文献(Niu, Li et al. 

2019)将行人行走步态中双足之间的最小距离构建为观测方程用于修正系统状态。
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不等式约束则一般是利用“行人正常行走时，双足之间的距离总是介于一组最大

值和最小值之间”这一条件，通过带约束条件的卡尔曼滤波实现(Simon 2010)。

在基于双足安装 IMU 的行人航位推算系统中，状态向量通常包括两个 IMU 对应

的状态，同时位置约束只包含两个 IMU 之间的一维距离信息。 

本文所提出的基于车体安装多个 IMU 的航迹推算系统中，不同 IMU 对应的

推算系统独立维护自己的状态和滤波结构，这是因为 Wheel-INS 中状态向量维数

较高，若将多个系统的状态向量合并在一起会带来更多的计算负担（如矩阵求逆

运算）。同时本文利用多个 IMU 之间的三维位置关系而不仅仅是距离信息构建

约束。与基于双足安装 IMU 的行人航迹推算系统不同，本文方案中，由于载体

可视为刚体，多个 IMU 安装之后其相互之间的位置关系保持固定不变。采用三

维位置约束比一维距离约束更为合理可靠，特别是在车辆转弯的情况下，三维位

置关系可以更有效地约束子系统的状态。此外，本文中多系统之间并不是直接利

用 IMU 之间的三维向量构建约束，而是采用一种间接的方式，将其转换到载体

坐标系下，等效为“多个 IMU 在载体坐标系下的坐标固定不变”这一条件。首

先通过多次测量的方式获得 IMU 在载体坐标系下的坐标，然后将其转换到世界

坐标系下与各 IMU 独立推算的到的当前状态叠加得到各子系统推算得到的载体

坐标系原点在世界坐标系下的坐标。加权平均之后再用于修正各子系统的状态。

一方面，该方案将载体坐标系作为“桥梁”，可以更简洁地描述 IMU 之间的三

维空间位置关系。另一方面，该方案可以综合考虑各子系统的结果得到更稳定可

靠的位置修正信息。 

但需要注意的是，用载体自身状态生成的参考点位置作为观测值，难以保证

观测噪声服从高斯分布。但本文将其近似为高斯白噪声，一方面是为了简化系统

模型，另一方面是因为对于低成本 MEMS IMU 而言，传感器误差远大于系统模

型误差。同时，利用加权平均得到的位置观测进行滤波更新之后会使得各子系统

的航迹向多个系统的平均值靠近，当各子系统位置向同一方向偏移时，参考点位

置精度介于多系统之间，此时多系统约束结果精度也处于子系统之间；当各子系

统位置向相反反向偏移时，平均之后的参考点位置精度同时优于两子系统，此时

会同时提高子系统的位置精度。 

综上，多系统组合航迹推算的结果可以认为是各独立推算系统的加权平均结

果。对于 Wheel-INS，与车身 INS 组合之后可以在现有较高精度的水平位置推算

能力的基础上获得高程估计能力。相对于各子系统，多系统航迹推算结果的精度

可能不会有提升，但可以避免单一系统可能出现的误差发散过快的情况，稳健性

和可靠性大大提高。 
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4.6 本章小结 

本章在第三章内容的基础上，将 Wheel-INS 由单轮分别拓展至双轮系统，车

身+车轮双系统和车身+双轮三系统。本章推导了多 IMU 空间位置关系约束的观

测方程，利用多系统加权平均的结果生成观测信息，分别用于修正各子系统状态。

其中，在包含车身 IMU 的多系统方案中，给出了车轮速度辅助车身 INS 的观测

方程，可以提高车身 INS 的水平姿态精度；同时将车身 INS 提供的车辆水平姿

态信息组合到车轮系统中，使得 Wheel-INS 可以估计载体的垂直运动，不再依赖

于水平面运动假设。最后，本章就多系统空间约束的本质和各种可能的情况进行

了讨论，从理论上分析了多系统组合航迹推算方案对提高定位结果稳健性和可靠

性的作用。下一章将就本文所提出的单轮 Wheel-INS 和多系统航迹推算算法和进

行实验验证和分析。  
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第5章 实验结果与分析 

5.1 引言 

本文第三章和第四章分别阐述了基于车轮安装单个 IMU 和车体安装多个

IMU 的航迹推算算法，详细推导了不同约束信息对应的观测方程，并对各算法方

案进行了理论分析和讨论。本章对前文所阐述的算法方案进行实验验证与分析。

首先，对于单轮 Wheel-INS，对 Wheel-IMU 提供的不同观测值用于航迹推算的

可行性进行实验验证，并对比各方案的导航性能。同时与传统 ODO/INS 组合导

航系统以及 Collin DR 对比，分析其与 Wheel-INS 各自的优势和劣势以及适用条

件。然后，对比分析算法在不同载体和不同场景下的定位性能，并对比滤波算法

和 DR 算法的定位精度。其次，对于多 IMU 系统，通过实验分析本文所提出的

基于车体安装多 IMU 航迹推算系统的可行性并评价定位精度和稳健性，对比多

系统不同配置方式的导航性能。并对多系统与单轮 Wheel-INS 的高程定位能力进

行对比分析。本文分别选择三轮移动机器人和汽车作为实验平台，并选择不同尺

度的实验轨迹来更充分地展现本文所提出算法的性能，并验证其通用性。 

本章 5.2节首先描述本文所进行实验的相关信息，包括实验地点、实验平台、

实验时间和数据处理方式等；5.3 节通过实验展示本文设计的安装角离线标定算

法和杆臂在线估计算法的有效性；5.4 节对车轮安装单个 IMU 的组合导航递推系

统进行测试分析，并与传统 ODO/INS 组合导航方案以及前人提出的基于 IMU 原

始数据的 DR 算法（Collin DR）这一代表性方案进行对比；5.5 节对车体安装多

个 IMU 的航迹推算系统进行测试分析。 

5.2 实验描述 

本文实验采用的 MEMS IMU 模块为作者所在团队自主研制设备，内含四个

惯性传感器，均为 InvenSense 公司生产的 ICM20602 芯片。模块由内置纽扣电池

供电，并采用 USB 接口充电，具有蓝牙通信功能，传感器测量数据储存在内置

SD 卡中。蓝牙通信用于传感器之间的时间同步，存储卡采集实验数据用于事后

处理。模块可用安卓系统上位机控制数据采集的开始和终止。本文将一个模块内

的两个 IMU 芯片在同一次运动时采集到的数据作为两次实验数据。为了分析本

文所提出算法在不同载体上的性能，本文采用两款不同的机器人和汽车分别进行

实验。本文采用的机器人之一为美国 ActivMedia Robotics 公司生产的 Pioneer 3 

DX（先锋机器人），一个具有典型非完整性约束的双轮差动机器人，如 
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图 5-1 所示。另一台机器人为团队自己搭建的双轮差速小车平台，采用树莓

派作为处理器，如图 5-2 所示。本文实验所采用的汽车为中国长城汽车公司生产

的哈弗 H6，如图 5-3 所示。本文实验所搭建的参考系统分别为武汉迈普时空导

航科技公司生产的高精度 GNSS/INS 组合导航系统 POS320 和武汉立得空间公司

生产的 LD A15，前者用于机器人实验，后者用于汽车实验。因为汽车和机器人

的后轮为非转向轮，与车体相对位置和姿态关系稳定，因此在实验中，我们在两

个后轮和车顶上各安装一个 MEMS IMU。车顶 IMU 用于融合里程计数据实现

ODO/INS 组合导航。 

 

图 5-1 实验平台-先锋机器人 

 

图 5-2 实验平台-自搭机器人 
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图 5-3 实验平台-汽车 

待测系统和参考系统的 IMU 主要技术参数如表 5-1 所示。 

表 5-1 实验所用 IMU 主要技术参数 

IMU 
陀螺零偏

( deg h ) 

角度随机游

走( deg h ) 

加表零偏

( 2m s ) 

速度随机游

走( m s h ) 

ICM20602 200 0.24 0.01 3 

POS320 0.5 0.05 0.00025 0.1 

LD A15 0.02 0.003 0.00015 0.03 

为了评价本文所提出的 Wheel-INS 航迹推算方案在不同载体和场景下的导

航性能，本文在三种不同条件下分别进行了一次测试，测试轨迹分别如图 5-4、

图 5-5、图 5-6 和图 5-7 所示。其中轨迹 I、II 和 III 的测试平台为机器人，均为

开阔天空场景。轨迹 I 位于武汉大学信息学部，测试时间为 2019 年 7 月 1 日；

轨迹 II 位于华中农业大学，测试时间为 2019 年 7 月 20 日；轨迹 III 位于武汉大

学信息学部，测试时间为 2019 年 11 月 28 日。轨迹 IV 的测试平台为哈弗汽车，

位于武汉大学，存在较长距离的树荫遮挡，测试时间为 2020 年 1 月 2 日。八组

实验中的载体运动信息和实验环境信息如表 5-2 所示。 
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表 5-2 实验中的载体运动信息和环境信息 

实验 轨迹 平台 
平均速度

(m/s) 
运动距离(m) 环境信息 

1 
I 

先锋 

机器人 

1.39 1227 
道路平整，运动平缓，存在

部分树荫遮挡 2 

3 
II 1.25 1146 

道路有起伏，有颠簸路段，

开阔天空无遮挡 4 

5 
III 

自制 

机器人 
0.67 1114 

道路平整，存在较多倒车

时段，存在树荫遮挡 6 

7 
IV 汽车 4.70 12199 

存在长时间无 GNSS 时

段，道路起伏大，有较多减

速带 8 

 

 

图 5-4 实验轨迹 I 武汉大学信息学部 

 

图 5-5 实验轨迹 II 华中农业大学 
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图 5-6 实验轨迹 III 武汉大学信息学部 

 

图 5-7 实验轨迹 IV 武汉大学 

参考系统采集的数据采用 PPK(Post Processed Kinematic，后处理载波相位差

分定位)/INS 组合方式解算，并用平滑后的结果作为航迹推算系统的参考真值。

实验中我们同时采集了机器人和汽车的里程计数据，用于和传统里程计辅助惯导

（ODO/INS）的方案进行对比。里程计速度与参考真值（参考系统平滑处理得到

的载体速度）对比得到机器人轮速的均方根误差（Root Mean Square Error，RMS）

为 0.03m/s，汽车轮速的 RMS 值为 0.08m/s。待测试系统通过采集数据事后处理

的方式进行导航解算，传感器之间利用蓝牙进行了时间同步。本文利用载体开始

运动之前十秒的静止时段数据给定系统初始陀螺零偏误差，并计算 IMU 的初始

水平姿态（横滚角和俯仰角）。实验中假设参考系统和载体之间航向安装角为零，

由参考系统解算得到的航向直接给定 ODO/INS 初始航向，加 90得到 Wheel-INS

初始航向。目前系统尚处于验证阶段，研究的重点主要在于 Wheel-INS 的航迹推

算精度和稳健性，所以使用了较为简单的初始对准方案。手动设置初始航向，使

其与参考航向差异为零，在实际应用中该方法不合理。实际应用中，设想使用其

他手段获得所需要的绝对航向信息，如 GPS 双天线或 GNSS/Wheel-INS 组合导
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航。在数据处理之前，已经通过 3.2.3 节所述的标定算法对 Wheel-IMU 相对车轮

的安装角进行了标定，同时对车身 MEMS IMU 与载体之间的俯仰安装角进行了

标定。 

实验 1 中 Wheel-IMU 的原始数据如图 5-8 所示。实验 1 中由陀螺数据和机

器人车轮半径计算得到的载体速度和真值对比曲线如图 5-9 所示。 

 

 

图 5-8 实验 1 中 Wheel-IMU 原始测量数据 

 
图 5-9 实验中车轮速度与真值对比曲线 

5.3 车轮 IMU 安装误差标定 

实验 1 中安装角标定前后的 Wheel-IMU y z、 轴陀螺测量值如图 5-10 所示。

从图中可以看出，经过标定之后，y z、 轴的角速率测量值均转换到了零值附近，

标定算法可以很有效地补偿 Wheel-IMU 的安装角。由于安装角和 Wheel-IMU 测

量值均不具备参考真值用于表征安装角标定的精度，因此本文利用同一实验中不

同时段的数据进行标定，从标定结果的重复性来侧面印证标定精度。实验 1 中利
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用五段不同数据标定得到的 Wheel-IMU 安装角如表 5-3 所示。从表格数据可以

观察到安装角多次标定结果有很高的重复性。 

 

图 5-10 实验 1 标定安装角前后的 Wheel-IMU 陀螺测量值 

表 5-3 实验 1 Wheel-IMU 安装角五次标定结果 

标定实验 1 2 3 4 5 

航向角() 3.05 3.05 3.06 3.05 3.03 

俯仰角() -0.09 -0.09 -0.08 -0.06 -0.07 

图 5-11 和图 5-12 分别为实验 1 和实验 7 中车轮中心相对于 Wheel-IMU 的

杆臂误差在车轮中心速度约束算法中的估计曲线。从中可以看出 IMU y z、 轴（平

行于车轮平面）的杆臂可以快速收敛并保持稳定，而 x轴杆臂呈现缓慢发散趋势。

这是因为 IMU 安装在车轮上时，因为位置安装误差的存在会产生额外的向心加

速度，进一步引起速度误差，而车轮速度有较为可靠的外部观测且该向心加速度

主要受车轮平面内 IMU 杆臂的影响，因此在滤波系统中 y z、 轴杆臂可观性强从

而可以被有效地估计，而 x轴杆臂不可观。从图 5-3 可以看到，汽车实验中左轮

MEMS IMU 安装在里程计外壳上，与车轮中心有较大偏差，但从图 5-12 中可以

看出，在这种情况下杆臂误差依然可以快速收敛并保持稳定。 

 

图 5-11 实验 1Wheel-INS（车轮中心速度约束）杆臂误差估计曲线 
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图 5-12 实验 7 左轮 Wheel-INS（车轮中心速度约束）杆臂误差估计曲线 

统计上述八组实验车轮中心速度约束算法解算结果中误差状态收敛之后的

y z、 轴杆臂误差标准差（1）如表 5-4 所示。 

表 5-4 八组实验中杆臂误差估计结果标准差 

实验 1 2 3 4 5 6 7 8 

Y 轴(mm) 0.35 0.16 0.32 0.36 0.37 0.28 0.20 0.13 

Z 轴(mm) 0.37 0.19 0.62 0.65 0.42 0.40 0.26 0.20 

从上表可以看出 Wheel-INS 中车轮旋转中心到 IMU 测量中心的杆臂估计内

符合精度为亚毫米级，远远超过手工测量的精度，因此可以在构建车轮速度信息

约束时获得更高精度的速度投影结果，且可以很好地补偿由杆臂引起的 IMU 向

心加速度。这一点在载体运动速度快时尤为重要，因为此时车轮旋转角速度更大，

杆臂误差体现得更明显。 

综上所述，本文设计并实现的 Wheel-IMU 安装角离线标定算法和杆臂在线

估计算法内符合精度高，可以有效地补偿 Wheel-IMU 的安装误差，为 Wheel-INS

更好地发挥作用提供了先决条件。 

5.4 单轮系统实验测试与分析 

为对比分析第三章所提出的三种观测值（车轮中心速度、载体里程增量、触

地点零速）对 Wheel-INS 定位精度的影响，对 Wheel-IMU 采集到的数据分别用

这三种观测值进行 EKF 解算和 DR 解算。对于车身安装的 MEMS IMU，利用传

统 ODO/INS 组合导航算法解算，并利用航向输出和里程计速度观测进行 DR 解

算。同时，为与基于 Wheel-IMU 的代表性航迹推算算法比较，本章根据 2.6 节介

绍的基于 Wheel-IMU 原始数据的 DR 算法进行解算（Collin DR）。首先，以几

组典型实验的结果进行对比分析。实验 1、3、7 中由车轮中心速度约束算法解算

得到的轨迹和北东方向位置误差以及航向误差分别如下图所示。其中“Ground 

Truth”表示参考系统解算得到的轨迹和航向真值。 
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图 5-13 实验 1 车轮中心速度约束 DR 轨迹 

 

图 5-14 实验 1 车轮中心速度约束 DR 北东方向位置误差 

 

图 5-15 实验 1 车轮中心速度约束算法航向误差 

 



 

55 

 

 

图 5-16 实验 3 车轮中心速度约束 DR 轨迹 

 

图 5-17 实验 3 车轮中心速度约束 DR 北东方向位置误差 

 

图 5-18 实验 3 车轮中心速度约束算法航向误差 
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图 5-19 实验 7 车轮中心速度约束 DR 轨迹 

 

图 5-20 实验 7 车轮中心速度约束 DR 北东方向位置误差 

 

图 5-21 实验 7 车轮中心速度约束算法航向误差 
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表征航迹推算系统定位误差的常用指标包括：1）回环误差，即载体运动一

圈回到起点时导航系统偏离起始位置的误差(Niu, Li et al. 2019)；2）载体运动轨

迹中位置误差序列的统计值，包括均方根误差和最大误差(J. Wu, X. Guo et al. 

2017, Kilic, Gross et al. 2019)；3）最大位置误差漂移率，即载体一次实验最大位

置误差与运动轨迹总长度的比值。由于 INS 位置误差一般呈现单向漂移趋势，所

以当载体出现“往返”运动时，位置误差会因为抵消作用而呈现出振荡形式，使

得载体运动一圈回到原点时的误差比直线运动相同距离时要大。这一点从图 

5-14 和图 5-15 中可以明显看出，当航向出现±180的变化时，实验 1 中的北向

位置误差便开始往相反方向累积。同时，RMS 值可以反映整体位置精度，但一

般适用于误差平稳变化而非逐渐累积的系统。因此对于在小范围内循环运动的载

体，以上三个指标都不足以真实地反映系统的航迹推算精度。针对此问题，本文

将每次实验中载体的运动距离按一定增量 l 进行累计，计算每一段距离

（ 3 ...l l l、 2 、 ）内的最大水平位置漂移率（最大位置误差/总距离），并统计全

程的平均值（Mean Value，MEAN）和标准差（Standard Deviation，STD）（1）。

本文实验中选择距离增量 l 为 100m，最大距离分别选择为 1000m（机器人实验）

和 12000m（汽车实验）。对于航向误差，从图 5-15、图 5-18 和图 5-21 可以看

出，Wheel-INS 中航向误差平稳变化且呈现起伏形式而并非随时间和运动距离发

散，因此本文统计航向误差最大值（MAX）和均方根误差（RMS）用于表征系统

的航向精度。实验 1、3、7 中车轮中心速度约束算法 DR 解算得到的水平位置漂

移率随载体运动距离变化的曲线分别如图 5-22、图 5-23 和图 5-24 所示。从图

中可以看出，实验 1 和实验 7 中因为轨迹存在回环，Wheel-INS 误差存在抵消现

象，所以随着运动距离的增加，水平位置漂移率随着载体运动距离的增大而逐渐

下降。而实验 3 中由于载体运动轨迹为折线型，位置误差没有因轨迹回环而出现

明显振荡，因此最终位置漂移率最终趋于平缓。 

 

图 5-22 实验 1 车轮中心速度约束算法 DR 解算结果水平位置漂移率 
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图 5-23 实验 3 车轮中心速度约束算法 DR 解算结果水平位置漂移率 

 

图 5-24 实验 7 车轮中心速度约束算法 DR 解算结果水平位置漂移率 

八组实验的位置误差漂移和航向误差统计结果分别如表 5-5 至表 5-12 所示。

其中“滤波”表示 2.6 节所描述的基于滤波的航迹推算算法，“DR”表示 2.6 节

所描述的基于滤波输出的航向和车轮中心速度的航迹推算算法。 

表 5-5 实验 1 中的 Wheel-INS 误差统计结果 

实验 算法 

水平位置漂移率 

(%) 
航向误差() 

MEAN STD MAX RMS 

1 

车轮中心速度约束 
滤波 0.68 0.50 

5.40 1.96 
DR 0.75 0.55 

里程增量约束 
滤波 0.78 0.45 

5.21 1.91 
DR 0.75 0.55 

触地点零速约束 
滤波 0.68 0.51 

5.53 1.98 
DR 0.75 0.55 

ODO/INS 
滤波 0.58 0.45 

5.11 2.11 
DR 0.49 0.31 

Collin DR 2.34 2.22 10.31 4.89 
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表 5-6 实验 2 中的 Wheel-INS 误差统计结果 

实验 算法 

水平位置漂移率 

(%) 
航向误差() 

MEAN STD MAX RMS 

2 

车轮中心速度约束 
滤波 1.41 0.55 

6.66 2.51 
DR 1.18 0.54 

里程增量约束 
滤波 1.79 1.05 

7.09 2.77 
DR 1.20 0.52 

触地点零速约束 
滤波 1.43 0.58 

6.72 2.51 
DR 1.17 0.54 

ODO/INS 
滤波 0.57 0.32 

4.79 2.82 
DR 0.21 0.22 

Collin DR 2.55 0.61 42.92 20.88 

 

表 5-7 实验 3 中的 Wheel-INS 误差统计结果 

实验 算法 

水平位置漂移率 

(%) 
航向误差() 

MEAN STD MAX RMS 

3 

车轮中心速度约束 
滤波 1.20 0.28 

4.56 2.14 
DR 1.21 0.26 

里程增量约束 
滤波 0.89 0.15 

4.44 2.11 
DR 1.20 0.26 

触地点零速约束 
滤波 1.28 0.34 

4.46 2.11 
DR 1.21 0.25 

ODO/INS 
滤波 2.25 0.68 

8.00 2.88 
DR 1.49 0.36 

Collin DR 8.99 9.05 85.80 46.87 
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表 5-8 实验 4 中的 Wheel-INS 误差统计结果 

实验 算法 

水平位置漂移率 

(%) 
航向误差() 

MEAN STD MAX RMS 

4 

车轮中心速度约束 
滤波 1.90 0.30 

10.97 4.46 
DR 2.13 0.77 

里程增量约束 
滤波 1.88 0.35 

9.35 4.18 
DR 2.06 0.74 

触地点零速约束 
滤波 1.74 0.35 

10.64 4.82 
DR 2.15 0.87 

ODO/INS 
滤波 2.20 0.88 

9.87 5.77 
DR 2.86 1.51 

Collin DR 13.78 17.07 5.00 33.65 

 

表 5-9 实验 5 中的 Wheel-INS 误差统计结果 

实验 算法 

水平位置漂移率 

(%) 
航向误差() 

MEAN STD MAX RMS 

5 

车轮中心速度约束 
滤波 2.68 1.97 

12.96 9.13 
DR 2.68 1.97 

里程增量约束 
滤波 2.75 1.91 

13.05 9.10 
DR 2.68 1.96 

触地点零速约束 
滤波 2.67 1.99 

12.86 9.00 
DR 2.67 1.97 

ODO/INS 
滤波 2.14 1.24 

9.48 3.35 
DR 2.01 1.17 

Collin DR 10.16 2.83 120.70 73.21 
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表 5-10 实验 6 中的 Wheel-INS 误差统计结果 

实验 算法 

水平位置漂移率 

(%) 
航向误差() 

MEAN STD MAX RMS 

6 

车轮中心速度约束 
滤波 0.90 0.63 

5.90 2.60 
DR 0.92 0.70 

里程增量约束 
滤波 1.03 0.55 

6.00 2.63 
DR 0.92 0.70 

触地点零速约束 
滤波 0.90 0.65 

5.83 2.61 
DR 0.91 0.70 

ODO/INS 
滤波 0.76 0.33 

4.19 2.36 
DR 1.00 0.29 

Collin DR 6.92 0.82 94.66 56.24 

 

表 5-11 实验 7 中的 Wheel-INS 误差统计结果 

实验 算法 

水平位置漂移率 

(%) 
航向误差() 

MEAN STD MAX RMS 

7 

车轮中心速度约束 
滤波 0.60 0.42 

2.95 1.56 
DR 0.65 0.43 

里程增量约束 
滤波 0.63 0.43 

2.70 1.28 
DR 0.65 0.43 

触地点零速约束 
滤波 0.61 0.42 

2.85 1.43 
DR 0.65 0.43 

ODO/INS 
滤波 1.14 0.65 

3.30 1.38 
DR 0.64 0.32 

Collin DR 9.26 2.83 49.36 37.17 
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表 5-12 实验 8 中的 Wheel-INS 误差统计结果 

实验 算法 

水平位置漂移率 

(%) 
航向误差() 

MEAN STD MAX RMS 

8 

车轮中心速度约束 
滤波 0.64 0.49 

2.34 1.15 
DR 0.67 0.51 

里程增量约束 
滤波 0.62 0.50 

2.55 1.22 
DR 0.68 0.51 

触地点零速约束 
滤波 0.64 0.49 

2.45 1.17 
DR 0.68 0.51 

ODO/INS 
滤波 1.62 1.04 

6.72 2.65 
DR 1.11 0.59 

Collin DR 3.08 1.20 23.08 15.32 

八组实验中由滤波算法和 DR 算法解算得到的平均水平位置漂移率分别如

图 5-25 和图 5-26 所示，航向误差最大值和 RMS 值曲线分别如图 5-27 图 5-28

所示。其中“EKF”和“DR”分别表示滤波和 DR 解算方式。“Wheel Center”

表示车轮中心速度约束算法，“Displacement”表示里程增量约束算法，“Joint 

Point”表示车轮触地点零速约束算法，“ODO/INS”表示车轮速度辅助车身 INS

的组合导航算法。 

 

图 5-25 八组实验中四种算法滤波结果的平均位置漂移率 
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图 5-26 八组实验中四种算法 DR 结果的平均位置漂移率 

 

图 5-27 八组实验中四种算法解算得到的最大航向误差 

 

图 5-28 八组实验中四种算法解算得到的航向误差 RMS 值 

综合统计八组实验四种算法滤波和 DR 解算结果水平位置漂移率的平均值

和标准差（1）如表 5-13 所示。 

表 5-13 八组实验四种算法结果水平位置漂移率统计值 

算法 车轮中心速度约束 里程增量约束 触地点零速约束 ODO/INS 

统计值

(%) 
MEAN STD MEAN STD MEAN STD MEAN STD 

滤波 1.25 0.73 1.29 0.77 1.24 0.71 1.33 0.69 

DR 1.27 0.74 1.27 0.73 1.27 0.74 1.19 0.82 
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从以上图像和表格中我们可以得到以下信息： 

三种观测值构建的 Wheel-INS 航迹推算算法得到的水平位置漂移率平均值

为 1.24%~1.29%，标准差（1）为 0.71%~0.77%。 

如图 5-25、图 5-26 和表 5-13 所示，在八组实验中，三种观测值（车轮中

心速度、里程增量和车轮触地点零速）构建的 Wheel-INS 航迹推算算法位置精度

基本相当，没有哪一种算法在所有实验场景下都表现出明显的优势，滤波和 DR

方案的结果均是如此。同时由图 5-27 和图 5-28 可见，三种算法解算得到的航向

角精度水平也相近。如 3.4 节所讨论，从本质上来看，三种观测值的构建都是利

用车轮速度信息和 NHC 假设。车轮中心速度约束构建在 v系下，投影时会引入

额外的载体航向角误差。触地点零速约束是 n系下的约束，载体横滚角误差会在

投影时造成误差。里程增量约束同样构建在 n系下，但需要假设在积分区间内载

体误差状态保持不变。同时由于平面假设，车身不水平导致的误差也会分散到其

他状态上。三种观测值构建的航迹推算算法利用的是同质的观测信息，不同的融

合方式不应对结果造成明显影响，所以最终的导航结果精度水平整体相当。 

实验 1、2、5、6 中，ODO/INS EKF 的平均水平位置漂移率和航向精度优于

Wheel-INS 系统。这是因为通过静止数据扣除部分常值陀螺零偏之后，在较短的

时间（约 15min）内车身 IMU 的陀螺零偏较为稳定，所以航向精度可以保持较

好。而对于 Wheel-INS，由于先锋机器人和自搭机器人的车轮结构并不是十分稳

定，在运动过程中会出现车轮左右摆动的情况，所以利用车轮速度信息构建观测

值时投影误差更大，导致精度下降。值得一提的是，由于旋转调制效应的存在，

Wheel-INS 对 IMU 的陀螺常值零偏不敏感。如果不用初始静止时段的 IMU 数据

扣除初始陀螺零偏，其性能几乎没有任何下降，而 ODO/INS 的航向则会快速漂

移。 

图 5-29 为实验 1 中不同算法解算得到的航向误差对比曲线。其中，“Wheel 

PureINS”表示 Wheel-IMU 数据进行纯捷联惯导解算，不采用任何量测更新；

“Wheel-INS（no initbg）”表示 Wheel-IMU 数据结合车轮中心速度约束进行组

合导航解算，但不用静止时段数据给定初始陀螺零偏；“ODO/INS（no initbg）”

表示车身 IMU 数据结合里程计数据进行组合导航解算，同样不给定初始陀螺零

偏。由图中曲线可以看出，在不给定陀螺零偏初始值的情况下，ODO/INS 无法估

计出可靠的陀螺零偏，导致航向快速发散。而对于基于 Wheel-IMU 的纯惯导系

统，在旋转调制的作用下，即使不依靠任何外部约束，航向也不会发散。蓝色曲

线（Wheel PureINS）中偶尔出现的抖动是因为纯惯导系统没有估计 IMU 的比例

因子误差，因此在转弯等角速度突然增大的时刻，航向误差出现异常波动。

“Wheel-INS（no initbg）”相当于在 Wheel-IMU 纯惯导解算的基础上加入了速
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度约束和 NHC，提高了航向精度。同时因为旋转调制效应的存在，Wheel-INS 给

或不给陀螺零偏导航结果的精度相当。图 5-30 为实验 1ODO/INS 系统给定与不

给定陀螺零偏初值的解算结果轨迹对比。从图中可以明显看到，在传统的里程计

辅助 INS 方案中，由于没有给定陀螺零偏初值，且其在滤波过程中无法收敛，所

以航向误差快速漂移并导致了位置的发散。 

 

图 5-29 实验 1Whee-INS 和 ODO/INS 给定/不给定陀螺零偏初值航向误差对比 

 

图 5-30 实验 1 ODO/INS 给定/不给定陀螺零偏初值轨迹对比 

实验 3、4、7、8 中，ODO/INS EKF 结果的水平位置漂移率比 Wheel-INS 略

高一些。这是因为轨迹 II 和轨迹 IV 中有较多的颠簸路段和减速带，在这些情况

下，车辆 NHC 的假设被破坏，IMU 数据会出现剧烈抖动。同时由于车身 IMU 到
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车轮中心之间的杆臂误差相比 Wheel-INS 更大，因此速度投影时会产生更大的误

差，所以导致误差漂移率增大。 

从以上表格中还可以看到，轨迹 I 和轨迹 III 的实验条件基本相同，都是在

平面小范围内往返运动，但是实验 5 中的位置和航向精度均差于实验 1。这是因

为轨迹 III 实验中采用的机器人为团队自己搭建的机器人，电机和车轮之间仅靠

弹性梅花联轴器连接，稳定性更差。同时从表 5-2 中可以看到，轨迹 III 对应的

机器人运动速度更小，旋转调制的效果相对更不明显。 

此外，在汽车实验中不同观测值构建的 Wheel-INS 系统在航向和位置精度上

均比机器人实验中更高。这是因为相较于机器人，汽车车轮结构更加稳定，其与

轮轴的固连程度更好。也就是说，相较于机器人，汽车在行驶过程中其车轮更不

易发生左右晃动。同时从表 5-2 可以看到，汽车运动速度相比机器人更快一些。

通俗来说，在相同的时间或路程内，Wheel-IMU 旋转的圈数相对更多一些，旋转

调制的作用更明显，所以最终的航向和位置精度更高。实验 7 车轮中心速度约束

算法 DR 解算轨迹和误差如图 5-19、图 5-20 和图 5-21 所示。 

在所有实验共计 32 组滤波结果和 DR 结果的对比中可以看到，两种算法没

有明显优劣之分，共有 15组滤波解算结果的水平位置漂移率小于DR解算结果。

本文 DR 算法直接利用陀螺数据计算的速度和 EKF 输出的航向推算载体位置。

这是考虑到 EKF 可以得到比姿态滤波和纯捷联积分更稳健、精度更高的航向估

计，同时认为原始速度观测精度比滤波之后的结果更高，并且 DR 可以得到更平

滑的位置推算结果。但又因为 DR 是一个纯递推系统，误差是不断累积的过程，

所以当某一时段内载体沿着直线前进且航向往固定方向漂移时，位置误差累积会

更明显，并会影响后续的位置推算结果。如图 5-31、图 5-32、图 5-33 所示，实

验 4 速度约束算法解算得到的航向在 550s 左右出现较大偏差，导致 DR 结果北

向误差开始逐渐增大。这同样可以解释在部分实验结果对比中航向误差最大值更

大的结果中 DR 最大水平误差反而更小的情况（如实验 7 中里程增量约束算法解

算结果和 ODO/INS 解算结果的对比），因为在 DR 算法中，定位结果会受到一

段时间内航向误差的影响，而非仅仅单个历元的航向误差。 
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图 5-31 实验 4 车轮中心速度约束算法 DR 轨迹 

 

 

图 5-32 实验 4 车轮中心速度约束 DR 北向和东向误差 

 

图 5-33 实验 4 速度约束 DR 航向结果及误差 

图 5-13、图 5-14 和图 5-15 分别为实验 1 速度约束时 DR 解算得到的轨迹，

位置误差和航向误差。对比实验 4 的解算结果可以发现，实验 1 北东方向的误差
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比实验 4 更小，并且呈现振荡形式，没有一直积累。这是因为在捷联惯性导航中，

导航误差在一段时间内一般会往一个方向漂移，此时若载体出现“调头”运动，

即 180转弯，原本累积的误差就会往相反的方向发展，使得最终整体误差减小。

观察汽车实验同样可以发现此现象。如图 5-20 和图 5-21 所示，汽车在 400s-

1000s 以及 1800s-2400s 内一直在往返行驶，所以该时段内水平位置误差也呈现

振荡形式。这就是载体回环运动轨迹带来的位置误差抵消效应。此外，观察图 

5-14 实验 1 车轮中心速度约束 DR 北东方向位置误差可以发现水平位置在北-南

方向的误差大于东-西方向，这是因为实验 1 中机器人主要沿东西方向运动，因

此航向误差导致的位置误差在北-南方向积累更大。 

与 Collin 博士提出的基于 Wheel-IMU 原始数据的 DR 算法（Collin DR）对

比可以看出，本文算法的定位精度和稳健性都更高。这是因为仅仅依靠 IMU 原

始数据，没有外部约束抑制导航误差的积累，结果随时间发散的速度会更快。该

算法依赖载体匀速运动假设且未考虑 Wheel-IMU 的安装误差，而且十分依赖于

IMU 的性能和车轮的稳定性。从表 5-5 到表 5-12 的对比中可以看出，汽车实验

中基于该算法解算得到的航向和位置精度均高于机器人实验。这也从侧面印证了

Wheel-INS 的性能对车轮结构的稳定性和车轮旋转速度有较高要求。 

从表格中我们还可以看出对于相同的运动条件和实验场景，采用不同 IMU

数据解算得到的结果也存在较大差异，如实验 5 和实验 6，实验 7 和实验 8。这

是因为相同等级的 MEMS IMU 芯片之间本身也存在性能上的差异，主要表现在

零偏不稳定性等方面。这一点从 Collin DR 的解算结果中也可以看出，对于同一

次实验中同一模块内的不同 IMU 芯片，Collin DR 算法的精度几乎完全取决于

IMU 自身性能。当 Collin DR 的解算结果较好时，表明该组数据质量较好，Wheel-

INS 的结果也相对较好。 

5.5 多系统实验测试与分析 

如 3.4 节所述，由于三种观测值组合算法精度相当，且其中车轮中心速度约

束算法更为通用直观，因此在多系统的实验测试分析中对于每一个单独的惯导系

统我们均用该算法融合车轮速度信息。如前一节实验分析所述，DR 算法直接利

用原始车轮速度观测值，且可以得到更平滑的推算结果，因此在多系统航迹推算

算法的实验分析中只采用 DR 算法输出最后的航位推算结果。本文选用载体两个

后轮中心连线的中点作为 v系的原点，多次测量三个 IMU 在 v系下的坐标并取平

均值。本节实验测试与分析在上一节八组实验单轮 Wheel-INS 的基础上进行双

轮、车轮+车身以及三系统的组合，统计航向误差和 DR 解算得到的水平位置误

差如表 5-14 所示。 
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表 5-14 多系统航迹推算结果误差 

实验 算法 

水平位置漂移率

（%） 
航向误差（） 

MEAN STD MAX RMS 

1 

双轮系统 0.56 0.25 4.48 2.15 

车身+车轮系统 0.58 0.33 5.54 1.73 

三系统 0.53 0.27 4.40 2.09 

2 

双轮系统 1.03 0.33 6.37 2.36 

车身+车轮系统 0.62 0.35 3.35 1.33 

三系统 0.85 0.29 5.39 1.87 

3 

双轮系统 1.38 0.37 5.16 1.66 

车身+车轮系统 1.10 0.25 4.92 2.12 

三系统 1.24 0.40 5.26 1.60 

4 

双轮系统 2.19 0.50 8.11 2.96 

车身+车轮系统 1.38 0.25 6.53 2.19 

三系统 2.69 0.81 8.95 3.72 

5 

双轮系统 1.62 0.91 12.11 8.60 

车身+车轮系统 2.70 1.34 14.00 9.99 

三系统 1.70 0.86 12.04 8.56 

6 

双轮系统 0.74 0.41 6.70 2.48 

车身+车轮系统 0.84 0.54 6.05 2.68 

三系统 0.69 0.38 6.64 2.52 

7 

双轮系统 0.93 0.50 2.90 1.52 

车身+车轮系统 0.65 0.40 3.10 1.57 

三系统 0.87 0.49 1.97 0.49 

8 

双轮系统 1.24 0.37 5.64 3.28 

车身+车轮系统 0.85 0.41 3.08 1.20 

三系统 1.21 0.37 5.67 3.26 
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八组实验中各多系统组合航迹推算算法解算得到的平均水平误差漂移率如

所示。其中“Dual-Wheels”表示双轮系统，“Body+Wheel”表示车身+车轮双系

统，“Triple-Systems”表示车身+双轮三系统，“Wheel-INS”表示单轮系统。 

 

图 5-34 八组实验中各多系统方案平均水平误差漂移率 

从以上表格中可以得到如下信息： 

结合表 5-5 到表 5-12 可以看出，实验 1、2、5、6 中三种多系统航迹推算结

果中的水平位置漂移率均优于单轮 Wheel-INS，实验 7、8 中多系统组合航迹推

算得到的水平位置漂移率略大于单轮系统，实验 3、4 中双轮系统和三系统结果

优于单轮系统而车身+车轮系统略差于单轮系统。正如第 4 章所述，多系统组合

导航的最终结果可以通俗地认为是各独立系统的加权平均结果，或者说“折中”

结果。因为在生成虚拟位置观测值时，参考点的位置是由各独立系统推算得到的

位置加权平均得到的，因此多系统约束的结果会使得各子系统的位置向参考点靠

近。对于双系统组合中的单轮 Wheel-INS，如果另一系统（车身 ODO/INS 或另

一侧车轮 Wheel-INS）位置精度更高，那么在一般情况下会提高该系统的定位精

度。如实验 1、2、6 中 ODO/INS 精度高于单轮系统，在多系统组合中车身+车轮

航迹推算精度也是最高的。但如果另一系统偏差更大且漂移方向与之一致，则会

适得其反，导致更大的位置漂移，这就是实验 7、8 中多系统位置误差相比单轮

系统略高一些的原因。例如实验 7、8 中 ODO/INS 定位精度差于 Wheel-INS，所

以车身+车轮双系统的定位结果也略差于 Wheel-INS。而如果两系统在一段时间

内漂移趋势相反（一正一负），则平均之后的位置精度会同时优于两个子系统，

因此会给两个子系统同时带来精度上的提升。 

以实验 3 为例，我们将左右单轮系统，双系统和三系统的 DR 轨迹放在同一

张图上，如图 5-35 所示。从图中明显可以看到，两个单轮系统推算得到的位置

分别向相反的两个方向漂移，而在双轮系统和三系统中，由于加权平均的作用，

参考点位置相比单个系统独立推算的位置精度更高，使得最终解算得到的航迹同

时优于两个子系统。此外，八组实验中，三系统组合解算结果的最大水平位置漂
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移率基本均介于双轮系统和车身+车轮组合系统之间。这同样是因为多系统的折

中作用，使得单个系统的定位结果往多系统的加权平均结果靠近。 

综上所述，多系统提供了各子系统之间的折中结果，避免了可能出现的单个

系统误差过大的情况，最终导航结果的精度相对单个系统可能并不会有提升，但

是可以有效提高整体的可靠性和稳健性。 

 

图 5-35 实验 3 多种 IMU 配置方案 DR 解算轨迹 

由于前面几组机器人实验中运动轨迹均较为平坦，不便于体现系统在垂直方

向上的定位性能，因此我们选用实验 7 数据对比 Wheel-INS 和车身+车轮双系统

的高程定位结果，如图 5-36 所示。其中，“Wheel-INS（KF）”表示单轮 Wheel-

INS 滤波解算结果，“Wheel+body”表示 Wheel-INS 利用车身+车轮双系统空间

约束进行滤波解算得到的结果。从图中可以看出，由于 Wheel-INS 需要平面运动

假设，强行使得 v系水平姿态为零，因此无法估计出载体在垂直方向上的运动。

而引入 ODO/INS 提供的载体水平角之后便可以很好地估计载体的高程。双轮系

统因为同样无法获取载体的水平姿态信息，所以无法估计高程。三系统组合和车

身+车轮系统相近，可以将估计得到的车体俯仰角和横滚角提供给 Wheel-INS 使

其可以估计垂直运动。 
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图 5-36 实验 7Wheel-INS 滤波结果与车身+车轮双系统高程对比 

5.6 本章小结 

本章针对本文所设计的基于车轮安装 MEMS IMU 的航迹推算算法进行了丰

富的实验验证与分析。对于单轮系统，首先验证了利用车轮速度信息构建不同观

测值进行滤波组合的可行性并分析了各自的误差表现，实验结果证实了第三章所

分析的三种观测值组合导航算法精度差别不大的理论分析结论。其次，通过与传

统 ODO/INS 组合导航算法对比，表明了 Wheel-INS 对 IMU 陀螺零偏的不敏感

性。然后，通过设置不同尺度的运动轨迹和采用不同的实验平台，说明了运动轨

迹对位置误差可能存在的误差抵消作用和 Wheel-INS 对车轮结构稳定性和旋转

速度的依赖性。 

对于多系统组合，分别验证了双轮系统、车轮+车身系统和三系统航迹推算

算法的可行性，并评估了其水平定位精度，实验结果表明了多系统组合对各子系

统的折中作用。然后验证了 Wheel-INS 融合车身 INS 之后，车身系统提供的载

体水平姿态信息对 Wheel-INS 高程估计的辅助作用。 
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第6章 总结与展望 

低成本、高精度、高可靠性的自主导航系统是移动机器人高效运行和大规模

推广的关键。本文旨在借鉴高精度惯导旋转调制技术，研究基于车轮安装 MEMS 

IMU 的航迹推算算法，在不增加额外成本的前提下提升 MEMS IMU 在轮式载体

导航中的自主航位推算能力，提高多传感器组合导航系统的可用性，为机器人低

成本高可靠性的导航定位需求提供技术支撑。基于这一核心目标，本文在捷联惯

性导航和组合导航基本原理的基础上（包括惯导机械编排、IMU 误差建模、扩展

卡尔曼滤波，旋转调制效应等），充分挖掘车轮安装 IMU（Wheel-IMU）的观测

数据，基于车轮速度信息设计并实现了车轮中心速度、里程增量和车轮触地点零

速等三种观测值组合算法，同时在系统中融合了载体静止状态约束算法（包括零

速修正和静止航向锁定），最终设计并实现了一套完整的基于 Wheel-IMU 的航

迹推算算法。进一步地，本文将基于单轮安装 IMU 的航迹推算系统拓展到双轮、

车身+车轮和三系统（双轮+车身）组合航迹推算方案，设计并实现了车体安装的

多个 IMU 系统在载体坐标系（ v系）下的空间位置约束算法。最后通过实验验证

了本文所提出算法的可行性并在算法优化的基础上评估了导航定位结果的精度。 

6.1 总结 

本文主要工作和结论如下： 

1）设计并实现了一套基于车轮安装 MEMS IMU 的航迹推算算法。该算法基

于扩展卡尔曼滤波，可根据实际情况和不同需要选择不同形式的观测值： 

ü 车轮中心速度观测值：由 Wheel-IMU 陀螺数据结合车轮半径计算车轮

前进速度，并结合 NHC，从而构成载体坐标系下的速度观测值。 

ü 里程增量观测值：将车轮前进速度结合 NHC 获得的载体坐标系下的速

度观测值，投影到导航坐标系，并积分得到载体在一段时间内的位移增

量。 

ü 车轮触地点零速观测值：将“车辆正常运动情况下，车轮上触地点相对

于导航坐标系速度为零”这一条件作为约束信息，将 IMU 速度投影到

车轮触地点构建约束。 

由理论分析可知，三种观测值本质上利用的都是“车轮速度”这一信息，因

此最终的定位结果不应有显著差别。同时本文实验结果也表明三种观测值约束算

法效果相当，水平位置漂移率在 1%至 1.5%之间。总的说来，在论文实验所涉及

的场景下，没有哪种组合方式可以表现出明显的优势。从算法的简洁程度出发，

本文推荐使用车轮中心速度观测值。 
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针对 Wheel-IMU 的安装误差，本文设计并实现了安装角的离线标定算法和

杆臂的在线估计算法。实验表明 Wheel-IMU 安装角可以通过该算法得到有效的

补偿，同时杆臂误差估计值的内符合精度为亚毫米级。 

考虑到基于车轮 IMU 的航迹推算算法的定位性能受运动轨迹形状和车轮旋

转速度的影响较大，本文对比了不同轨迹和不同载体对 Wheel-INS 定位精度的影

响。实验表明，小范围内的回环轨迹可以在一定程度上抵消位置误差，抑制其随

载体运动距离的发散；汽车实验和机器人实验的对比表明稳定的车轮结构和相对

更快的车轮旋转速度可以更好地体现旋转调制效应，更大地发挥出 Wheel-INS 的

导航性能。 

另外，对比传统 ODO/INS 组合导航可以发现，Wheel-INS 对陀螺零偏更不

敏感。同时，相较于基于滤波的航迹推算算法，基于里程+航向的 DR 算法直接

使用车轮速度测量值，在航向误差漂移不明显时可以得到比组合滤波更稳定平滑

的定位结果，适用于载体的平面运动场景。但在系统出现航向误差累积较大的时

段，基于里程+航向的航迹推算位置误差累积更明显。 

2）设计并实现了基于车体安装多个 IMU 的航迹推算算法。在该组合方案中，

车身 INS 为 Wheel-INS 提供载体水平姿态信息，使其不再局限于载体水平面运

动场景，而 Wheel-INS 为车身 INS 提供速度观测实现 ODO/INS 组合导航。同时

多个 IMU 在载体坐标系下相对位置不变这一约束条件也构建为观测信息融合到

滤波系统中。实验验证了该方案的可行性，并表明多系统约束提供了各子系统之

间的折中结果，避免了可能出现的单个系统误差过大的情况，有效地提高了整体

的可靠性和稳健性。这一效果可直观表述为，多系统组合的结果也许不是最好的，

但一定不是最差的。但是系统的增多同时会带来计算量的增加。在实际应用中，

需要根据应用场景、精度需求、可靠性需求和计算量限制等因素综合考虑，以确

定最佳方案。此外，实验表明车身+车轮组合系统中，融合载体水平姿态信息之

后，Wheel-INS 可以很好地估计载体的高程变化，将应用场景由平面拓展到三维。 

6.2 展望 

尽管本文针对基于车轮安装 IMU 的航迹推算算法进行了较为深入、系统的

研究，并取得了全面的测试成果和可信的结论，但依然存在一些不足和需要进一

步研究的地方： 

1）本文主要研究目标是验证 Wheel-INS 算法的可行性并评估其精度，因此

采用的是离线处理实验数据的方式进行实验分析。若要将 Wheel-INS 应用到实际

的轮式机器人导航应用中，还需要解决传感器供电和数据传输的问题。本文设想

在 IMU 模块内安装电磁装置通过切割地磁线获得并储存电能。这样无需外部供
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电，可以减小维护成本。同时可用蓝牙将多个 IMU 模块内算法处理的中间结果

传送到上位机，由上位机进行信息融合，输出最终的导航结果。这样既可以减小

数据传输的带宽，确保系统的实时性，又可以减少信息损失，使得多个系统之间

可以互相组合，保证系统的稳健性。 

2）将 IMU 安装在车轮上通过旋转抵消掉部分传感器误差，虽然可以起到抑

制导航误差发散的作用，但这也使得传感器误差耦合在一起、隐藏起来，无法明

确区分。确定系统中的不可观测量以及耦合状态在何种条件下可观，从而提高系

统的定位精度和鲁棒性，还需要进行深入系统的理论研究和实验分析。 

3）MEMS IMU 因其超高的性价比在移动机器人、自动驾驶、智能手机等领

域均得到了广泛应用。近年来，有学者提出多 MEMS IMU 阵列的应用。将 MEMS 

IMU 阵列用于 Wheel-INS 是否可以带来精度和稳健性的提升需要进行大量实验

测试分析。 

4）Wheel-IMU 安装在车轮上可以精准地感知车轮动态信息且不受悬挂系统

影响，从 Wheel-IMU 数据中反推车轮运动信息从而探测路面的起伏、损坏等信

息值得深入和细致的研究。 

5）GNSS 因精度高，误差不随时间积累等优势，与 INS 之间具有良好的互

补性，是抑制 INS 误差发散的有力手段。传统 GNSS/INS 组合导航技术在机器人

导航领域得到了广泛应用。设计 GNSS/Wheel-INS 组合导航系统，研究初始对准

算法，并挖掘 GNSS 对 Wheel-IMU 误差的估计能力，进而提升系统在 GNSS 中

断场景下的定位精度和可靠性有重要意义。 

6）移动机器人通常搭载了相机和/或激光雷达等传感器用于感知环境，构建

局部地图和匹配定位等，将 Wheel-INS 与此类传感器完美组合，在 SLAM 或地

图匹配定位中发挥自身所长也是一个十分有意义且有挑战性的课题。 

  



 

76 

 

参考文献 

Abdul Rahim, K. (2012). Heading drift mitigation for low-cost inertial pedestrian 
navigation. Ph.D., University of Nottingham. 

Bailey, T. and H. Durrant-Whyte (2006). "Simultaneous localization and mapping: Part 
II." IEEE robotics & automation magazine 13(3): 108-117. 

Bortz, J. E. (1970). A new concept in strapdown inertial navigation, National 
Aeronautics and Space Administration. 

Britting, K. R. (1971). "Inertial navigation systems analysis." 

Chen, Q., X. Niu, J. Kuang and J. Liu (2019). "IMU Mounting Angle Calibration for 
Pipeline Surveying Apparatus." IEEE Transactions on Instrumentation and 
Measurement: 1-1. 

Collin, J. (2015). "MEMS IMU Carouseling for Ground Vehicles." IEEE Transactions 
on Vehicular Technology 64(6): 2242-2251. 

Collin, J., M. Kirkko-Jaakkola and J. Takala (2015). "Effect of Carouseling on Angular 
Rate Sensor Error Processes." IEEE Transactions on Instrumentation and Measurement 
64(1): 230-240. 

Coulter, E. H., P. M. Dall, L. Rochester, J. P. Hasler and M. H. Granat (2011). 
"Development and validation of a physical activity monitor for use on a wheelchair." 
Spinal Cord 49(3): 445-450. 

DARPA. (2012). "All Source Positioning and Navigation (ASPN) Phase 2."   
Retrieved April 20, 2020, from https://govtribe.com/opportunity/federal-contract-
opportunity/all-source-positioning-and-navigation-aspn-phase-2-darpabaa1245. 

Du, S. (2015). Rotary inertial navigation system with a low-cost MEMS IMU and its 
integration with GNSS. Ph.D., University of Calgary. 

Du, S., W. Sun and Y. Gao (2016). "MEMS IMU Error Mitigation Using Rotation 
Modulation Technique." Sensors (Basel, Switzerland) 16(12): 2017. 

Durrant-Whyte, H. and T. Bailey (2006). "Simultaneous localization and mapping: part 
I." IEEE robotics & automation magazine 13(2): 99-110. 

Geller, E. S. (1968). "Inertial System Platform Rotation." IEEE Transactions on 
Aerospace and Electronic Systems AES-4(4): 557-568. 

Gersdorf, B. and U. Freese (2013). A Kalman Filter for Odometry using a Wheel 
Mounted Inertial Sensor. ICINCO. 

Grejner-Brzezinska, D. A., C. K. Toth, T. Moore, J. F. Raquet, M. M. Miller and A. 
Kealy (2016). "Multisensor Navigation Systems: A Remedy for GNSS 
Vulnerabilities?" Proceedings of the IEEE 104(6): 1339-1353. 

Groves, P. D. (2013). Principles of GNSS, inertial, and multisensor integrated 
navigation systems, Artech House. 



 

77 

 

J. Wu, K., C. X. Guo, G. Georgiou and S. I. Roumeliotis (2017). VINS on wheels. 2017 
IEEE International Conference on Robotics and Automation (ICRA). Singapore: pp. 
5155-5162. 

Ji-De, H. and W. Tong-Wen (2011). Accelerometer based wireless wheel rotating sensor 
for navigation usage. 2011 Fifth International Conference on Sensing Technology. 

Kilic, C., J. N. Gross, N. Ohi, R. Watson, J. Strader, T. Swiger, S. Harper and Y. Gu 
(2019). Improved Planetary Rover Inertial Navigation and Wheel Odometry 
Performance through Periodic Use of Zero-Type Constraints. IEEE/RSJ International 
Conference on Intelligent Robots and Systems (IROS) 2019. Macau, China: pp. 552-
559. 

Kuutti, S., S. Fallah, K. Katsaros, M. Dianati, F. Mccullough and A. Mouzakitis (2018). 
"A Survey of the State-of-the-Art Localization Techniques and Their Potentials for 
Autonomous Vehicle Applications." IEEE Internet of Things Journal 5(2): 829-846. 

Mezentsev, O. and J. Collin (2019). Design and Performance of Wheel-mounted 
MEMS IMU for Vehicular Navigation. 2019 IEEE International Symposium on Inertial 
Sensors and Systems (INERTIAL). 

Niu, X., Y. Li, J. Kuang and P. Zhang (2019). "Data Fusion of Dual Foot-Mounted IMU 
for Pedestrian Navigation." IEEE Sensors Journal 19(12): 4577-4584. 

OxfordUniversityPress. (2020). "Oxford English Dictionary."   Retrieved April 23, 
2020, from https://www.oed.com/. 

PISystems. (2019). Retrieved April 19, 2020, from http://pacificinertial.com/products. 

Qin, T., P. Li and S. Shen (2018). "Vins-mono: A robust and versatile monocular visual-
inertial state estimator." IEEE Transactions on Robotics 34(4): 1004-1020. 

Savage, P. G. (2000). Strapdown analytics, Strapdown Associates Maple Plain, MN. 

Shah, H., S. Haldar, R. Ner, S. Jha and D. Chakravarty (2019). Ground vehicle 
odometry using a non-intrusive inertial speed sensor. 2019 IEEE International 
Conference on Industrial Technology (ICIT). 

Shi, W., Y. Wang and Y. Wu (2017). "Dual MIMU Pedestrian Navigation by Inequality 
Constraint Kalman Filtering." Sensors 17(2): 427. 

Shin, E. H. (2001). Accuarcy improvement of low cost INS/GPS for land applications. 
Master, University of Calgary. 

Shin, E. H. (2005). Estimation techniques for low-cost inertial navigation. PhD, The 
University of Calgary  

Siegwart, R., I. R. Nourbakhsh and D. Scaramuzza (2011). Introduction to autonomous 
mobile robots, MIT press. 

Simon, D. (2010) "Kalman filtering with state constraints: a survey of linear and 
nonlinear algorithms." IET Control Theory &amp; Applications 4, 1303-1318. 

Titterton, D. and J. L. Weston (2004). Strapdown inertial navigation technology, IET. 

http://www.oed.com/
http://pacificinertial.com/products


 

78 

 

Wang, Q., M. Cheng, A. Noureldin and Z. Guo (2019). "Research on the improved 
method for dual foot-mounted Inertial/Magnetometer pedestrian positioning based on 
adaptive inequality constraints Kalman Filter algorithm." Measurement 135: 189-198. 

Wu, Y., X. Niu, J. Du, L. Chang, H. Tang and H. Zhang (2019). "Artificial Marker and 
MEMS IMU-Based Pose Estimation Method to Meet Multirotor UAV Landing 
Requirements." Sensors 19(24): 5428. 

Zhang, Q. and X. Niu (2018). Research on accuracy enhancement of low-cost MEMS 
INS/GNSS integration for land vehicle navigation. 2018 IEEE/ION Position, Location 
and Navigation Symposium (PLANS). 

Zhang, X., T. Mononen, J. Mattila and M. M. Aref (2018). Mobile Robotic Spatial 
Odometry by Low-Cost IMUs. 2018 14th IEEE/ASME International Conference on 
Mechatronic and Embedded Systems and Applications (MESA). 

班亚龙 (2016). 高动态 GNSS/INS 标量深组合跟踪技术研究 博士, 武汉大学. 

曹其新 and 张蕾 (2013). 轮式自主移动机器人. 上海, 上海交通大学出版社. 

陈起金 (2016). 基于 A-INS 组合导航的铁路轨道几何状态精密测量技术研究 博
士, 武汉大学. 

陈映秋 (2019). 基于车轮安装惯性测量单元的车载组合导航. 硕士, 武汉大学. 

陈映秋, 旷俭, 牛小骥, 李由, 高柯夫 and 刘经南 (2018). "基于车轮安装惯性测
量单元的车载组合导航." 中国惯性技术学报 26(06): 799-804. 

高钟毓 (2012). 惯性导航系统技术. 北京, 清华大学出版社. 

胡远迁, 张全 and 牛小骥 (2018). "基于一阶高斯-马尔科夫模型的 IMU 零偏相
关时间对 GNSS/INS 组合导航结果的影响." 科学技术与工程 18(34): 236-241. 

孔祥元, 郭际明 and 刘宗泉 (2010). 大地测量学基础. 武汉, 武汉大学出版社. 

秦永元 (2014). 惯性导航. 北京, 科学出版社. 

孙伟 (2014). 旋转调制型捷联惯性导航系统. 北京, 测绘出版社. 

武元新 (2005). 对偶四元数导航算法与非线性高斯滤波研究 博士, 国防科学技
术大学. 

严恭敏 and 邓瑀 (2020). "传统组合导航中的实用 Kalman 滤波技术评述." 导航
定位与授时 7(02): 50-64. 

严恭敏, 秦永元 and 马建萍 (2006). "惯导/里程仪组合导航系统算法研究." 计
算机测量与控制(08): 1087-1089. 

严恭敏 and 翁浚 (2019). 捷联惯导算法与组合导航原理. 西安, 西北工业大学
出版社. 

张小红, 李征航 and 乔俊军 (2017). 导航学. 武汉, 武汉大学出版社. 

中华人民共和国国务院. (2017). "国务院关于印发新一代人工智能发展规划的通
知."   Retrieved December 18, 2019, from http://www.gov.cn/zhengce/content/2017-
07/20/content_5211996.htm. 

http://www.gov.cn/zhengce/content/2017-07/20/content_5211996.htm
http://www.gov.cn/zhengce/content/2017-07/20/content_5211996.htm


 

79 

 

朱锋 (2019). GNSS/SINS 视觉多传感器融合的精密定位姿方法与关键技术 博士, 
武汉大学. 

 

  



 

80 

 

攻硕期间的科研成果 

1.论文 

Wu, Y., X. Niu, J. Du, L. Chang, H. Tang and H. Zhang (2019). "Artificial Marker and 

MEMS IMU-Based Pose Estimation Method to Meet Multirotor UAV Landing 

Requirements." Sensors 19(24): 5428.（SCI） 

Niu X., Y. Wu and J. Kuang (2019) "WM-INS: A Wheel Mounted IMU Based 

Integrated Navigation System for Wheeled Robots." arXiv e-prints, arXiv:1912.07805. 

(Pre-Print) 

 

2.发明专利 

吴宜斌，牛小骥等 . 基于二维码和惯导辅助的无人机自主降落方法及系统 

（CN201810355953.8，已公开） 

葛雯斐，牛小骥，吴宜斌等. 利用包含定位二维码的墙体广告单目视觉定位定姿

方法 （CN201810016705.0，已公开） 

 

3.参与的科研项目 

2018.03-至今 国家重点研发计划子课题“协同精密定位技术” 

 

4.获得的奖励 

2019.08 第十四届中国研究生电子设计大赛全国一等奖和最佳论文奖 “机器人

协同精密定位导航系统” 

2019.08 第六届中国研究生智慧城市技术与创意设计大赛全国三等奖 “北斗+智

能无人机同城即时快递项目” 

  



 

81 

 

致  谢 

在珞珈山的故事始于 2013 年。当那个稚嫩生猛的少年在高考志愿表上写下

“武汉大学”、“导航工程”的时候，他可能永远不会想到会在七年后收获一段

如此珍贵难忘、如梦一般的旅程。 

衷心感谢导师章红平教授给与我机会加入 GNSS 中心和 GNSS/INS 组合导

航团队。章老师为我的学习和科研创造了优越的条件，让我可以根据自己的兴趣

选择课题和研究方向。章老师在产业界的成功经历启发了我从不同的角度看待工

程问题。 

衷心感谢导师牛小骥教授三年来的悉心指导和谆谆教诲。牛老师为人谦逊温

和，醉心科研一丝不苟，并且总是把学生放在第一位。牛老师为团队营造了务实

创新、严谨自由的科研氛围，带我浅尝了科研生活的快乐，也由此使我坚定了留

学海外，继续探索未知的决心。“有运动就有惯导”这句话也将一直激励我发散

思维、脚踏实地，做真正有价值的研究。惟愿能带着团队的基因，让其在我去到

的每一个地方生根发芽。 

衷心感谢刘经南院士。刘院士在大一《导航概论》课上为我打开了导航世界

的大门。刘院士工作虽忙，却一直心系学生发展，在百忙之中还抽出时间听我汇

报工作，告诫我做研究要严谨要学会设计实验，鼓励我要敢想敢做。刘院士敢为

人先的魄力和精益求精的态度将一直鼓舞我前进。 

特别感谢旷俭师兄在我研二纠结的时候为我拨开云雾，找到新的方向，没有

他就没有这篇论文。旷师兄涉猎广泛，学术功底扎实，工程实践能力超强，经常

三言两语就能为我指点迷津。新冠肺炎疫情期间旷师兄更以身作则督促我们珍惜

在家工作的时间，并给本文思路的调整和结构安排提出了许多宝贵建议。旷师兄

在生活上对师弟师妹也倍加关心，还承包了机房的诸多笑点，对我而言既是良师，

也是益友。 

特别感谢张提升副教授在我参加各种学科比赛时的细心指导。张老师知识渊

博、视野开阔，耐心地与我们一起打磨作品，挖掘作品亮点，总结分析问题，在

讲解 PPT、答辩等方方面面给与我们细致入微的指导，让我在比赛过程中学到的

知识远远比荣誉和奖金更重要。 

感谢陈起金师兄和常乐师兄在组合导航算法和数据处理方面的帮助；陈师兄

认真负责的态度在本科期间就让我十分钦佩，生活上师兄也对我们关照有加，作

为博士苦旅的过来人告诉了我很多宝贵的经验；常乐师兄超强的编程能力、刻苦

的钻研精神是我一直学习的榜样。感谢陈映秋师姐前期为 Wheel-INS 所做的工

作，给本文打下了很好的基础。感谢刘韬师兄和李泰宇师弟在本文机器人实验中



 

82 

 

的帮助；刘韬师兄工作踏实认真、不分巨细，总是能不愠不火地把琐碎的事情安

排得井井有条，让我深感佩服。感谢李由师兄在我博士申请期间克服时差，不厌

其烦地向我传授经验并提供中肯的建议。感谢毛大智师兄在我实习期间的照顾和

帮助，让我在陌生的北京有了如同家人在身边的感受。感谢黄夙寒老师为团队提

供的“后勤”保障工作，不仅丰富了我们的日常生活，更让我们可以免受财务等

琐事的烦扰，专心于科研和学习。感谢 GNSS/INS 组合导航团队的所有老师和同

门师兄弟姐妹们对我硕士工作的支持和帮助，特别是 1108 和 1109 的小伙伴们。

科研生活难免朴实无华且枯燥，感谢你们给我硕士三年求索之路带来的欢声笑语

和别样的色彩。幸运能与你们在这里相遇，一起成长。祝愿师门日新月异，更上

层楼。 

感谢一起参加研电赛和智慧城市大赛的同学和师弟师妹们。与你们一起野外

实验、优化算法、准备材料还有吃喝玩乐的经历是我科研和学习生活中的彩蛋，

从你们身上我也学到了很多。 

感谢 Momenta 高精度地图组的同事们在实习期间给我的指导和帮助。感谢

孙刚老师不嫌麻烦地为我修改博士申请的推荐信。祝愿公司蒸蒸日上。 

感谢大疆公司为武汉大学-大疆联合实验室提供的支持，正是大疆的支持让

我领略到了无人机和机器人的魅力。大疆不仅为实验室捐赠了大量实验设备，还

对我们日常科研和比赛中的硬件需求有求必应，为我们省去了很多麻烦。祝愿大

疆和联合实验室越来越好。 

感谢我的父母。感谢你们教会我善良与责任，感谢你们对我的鼓励和无条件

的支持。你们或许不懂我从事的工作，但你们理解她对我的意义。谢谢你们给与

我前进的动力，让我能够勇敢、自由地选择未来的道路。此文是献给你们的。 

此外，特别感谢疫情期间挺身而出的逆行者们。无论是和死神赛跑的白衣天

使，还是不计酬劳抢建医院的工人，抑或是在基层奔波宣传的志愿者们……你们

是汇聚在一起的一道道光，驱散阴霾，照亮希望。感谢你们的无私与决绝，换来

了我们的平安，换来了武汉的重生。 

对青年学生来说什么最重要？我觉得莫过于两点：一个有价值的、值得长期

为之付出的方向和一个点亮沿途灯火的领路人。能在人生的黄金时代求学于这所

美丽的大学，遇到炬火般的导师，并找到长期奋斗的目标，我上辈子就算没有拯

救银河系，大概也拯救了地球吧。 

最后，感谢温柔的珞珈山、浩渺的东湖水，默默地见证我的躇踌徘徊和披星

戴月，见证我在反思和沉淀中从迷茫走向平静。感恩在武大的一切。不管将来我

会去到何处，我都会永远记得这里的樱花和梧桐，记得这里关于青春成长的故事。 

 


	第1章 绪论
	1.1 研究背景与意义
	1.2 国内外研究现状
	1.3 研究目标和研究内容
	1.4 本章小结

	第2章 捷联惯性导航与组合导航基础
	2.1 引言
	2.2 坐标系定义
	2.3 惯性传感器误差
	2.4 捷联惯性导航机械编排
	2.4.1 姿态更新
	2.4.2 速度更新
	2.4.3 位置更新
	2.4.4 惯导误差微分方程

	2.5 卡尔曼滤波
	2.6 航迹推算
	2.7 本章小结

	第3章  基于车轮安装单个IMU的航迹推算算法
	3.1 引言
	3.2 安装方案
	3.2.1 车轮IMU安装方案
	3.2.2 旋转调制效应
	3.2.3 车轮IMU安装角标定

	3.3 基于滤波的航迹推算算法
	3.3.1 算法整体框架
	3.3.2 系统误差状态方程
	3.3.3 车轮速度信息约束算法
	3.3.4 零速修正和静止航向锁定

	3.4 讨论
	3.5 本章小结

	第4章 基于车体安装多IMU的航迹推算算法
	4.1 引言
	4.2 多系统整体框架
	4.3 基于车体安装两个IMU的航迹推算算法
	4.3.1 基于双轮安装IMU的航迹推算算法
	4.3.2 基于车身+车轮安装IMU的航迹推算算法

	4.4 基于车体安装三个IMU的航迹推算算法
	4.5 讨论
	4.6 本章小结

	第5章 实验结果与分析
	5.1 引言
	5.2 实验描述
	5.3 车轮IMU安装误差标定
	5.4 单轮系统实验测试与分析
	5.5 多系统实验测试与分析
	5.6 本章小结

	第6章 总结与展望
	6.1 总结
	6.2 展望

	参考文献
	攻硕期间的科研成果
	致  谢

